Parte 1 


Conjuntos finitos, enumeráveis e 
nao-enumeráveis 


A descoberta de que há diversos tipos de infinito deve-se a Georg 
Cantor. Mas, para os objetivos do nosso curso, será necessário distin- 
guir os conjuntos, quanto ao número de elementos, apenas em trés ca- 
tegorias: os conjuntos finitos; os conjuntos enumeráveis e os conjuntos 
não-enumeráveis. 


A noção de conjunto enumerável, como veremos, está estritamente 
ligada ao conjunto N dos números naturais. Por isso iniciamos o curso 
com uma breve apresentação da teoria dos números naturais a partir dos 
axiomas de Peano, que exibem os números naturais como números ordi- 
nais, isto é, objetos que ocupam lugares determinados numa sequência 
ordenada. Depois, empregaremos os números naturais para a contagem 
dos conjuntos finitos, mostrando que eles podem ser considerados como 
números cardinais. 


Dedekind definiu o conjunto N dos números naturais a partir da teoria 
dos conjuntos e demonstrou os axiomas de Peano (ver [Halmos)). 


Do ponto de vista de Peano, os números naturais não são definidos. 


É apresentada uma lista de propriedades (axiomas) que eles satisfazem 
e tudo o mais decorre daí. Não interessa o que os números são, mas 
apenas as suas propriedades. 
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Georg Ferdinand Ludwig 
Philipp Cantor 
(1845-1818) Rússia. 


Para saber mais sobre os núme- 


ros cardinais, consulte: 


Halmos, Paul R., Teoria Ingénua 
dos Conjuntos, Editora Polígono, 
São Paulo, 1970. 


Giuseppe Peano 
(1858-1932) Itália. 


Julius Wihelm 
Richard Dedekind 
(1831-1916) Braunschweig, 
hoje Alemanha. 
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1. Os números naturais 


Toda a teoria dos números naturais pode ser deduzida dos três axi- 
omas abaixo, conhecidos como axiomas de Peano. 


São dados, como objetos não-definidos, um conjunto, que se de- 
signa pela letra N, cujos elementos são chamados números naturais, e 
uma função s : N — N. Para cada n € N, o número natural s(n) é 
chamado o sucessor de n. 


A funcáo s satisfaz aos seguintes axiomas: 
(I) s: N — N é injetiva, ou seja, se s(m) = s(n), então m =n. 


(I) N — s(N) consiste de um único elemento, ou seja, existe um 
único número natural que não é sucessor de outro número natural. Este 
número, chamado um, é representado pelo símbolo 1. 


Assim, s(n) 4 1 para todo n € Ne, se n Æ 1, existe um único m € N 
tal que s(m) =n. 


(IH) (Princípio de Indução) Se X c N é tal que 1 e Xe, para todo 
n € X tem-se s(n) € X, então X = N. 


Exemplo 1.1 Demonstrar por indução que s(n) + n para todo n € N. 
Solução: Seja X = {n e N|s(n) Zn). 

(1) 1 € X, pois, pelo axioma (Il), s(n) 1 para todo n € N. Em particular 
s(1) #1. 

(2) Seja n € X, ou seja, s(n) Zn. 

Como s é injetiva, pelo axioma (l), s(s(n)) 4 s(n). Isto é, s(n) € X. 


Então, pelo princípio de indução, axioma (Ill), X = N, ou seja, s(n) 4 n 
para todo n e N. 


As definições por indução baseiam-se na possibilidade de se iterar 
uma função f : X — X um número arbitrário, n, de vezes. 


Mais precisamente, sejam X um conjunto e f : X — X uma função. 
A cada n € N podemos associar, de modo único, uma função f™ : X — X 
tal que: 
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Uma demonstração na qual o axi- 
oma (IIl) é empregado, chama-se 
uma demonstração por indução. 
Ver exemplo 1.1. 


Não menos importante do que de- 
monstrar proposições usando o 
princípio de indução é saber de- 
finir objetos por indução. 


Numa exposição sistemática da 
teoria dos números naturais, a 
existência do n—ésimo iterado f” 
de uma função f : X — Xé 
um teorema, chamado Teorema 
da Definição por Indução. 


A operação de adição de 
números naturais é uma função 
que a cada par de números 
naturais (m,n) € N x N faz 
corresponder o número natu- 
ral s” (m) designado m + n e 
chamado a soma de men. 


Isto é, 
+:NxN — N 


(mn) —> m+n=s"(m) 
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fi=f e gm=tor, 


Usando as iteradas da função s : N — N vamos definir por indução 
a adicáo de números naturals. 


Definição 1.1 Sejam m,n e N. O número natural s"(m) é chamado a 
soma de m e n e é designado por m +n. Isto é, 


m>+n<=s"(m). 


A operação que consiste em somar números naturais é denominada adição, 
e é designada pelo símbolo +. 


Assim, 
e m + 1 = s(m) (somar m com 1 significa tomar o sucessor de m). 
em+s(n)=sM(m)=s(s(m))=s(m+n), 


ou seja, 
m+(n+1)=(m+n)+1. 


Proposição 1.1 A adição de números naturais possui as seguintes pro- 
priedades: 


(a) Associatividade: m + (n +p) = (m+n) +p. 
(b) Comutatividade:m+n=n+m. 


(c) Tricotomia: dados m,n € N, exatamente uma das seguintes três alter- 
nativas ocorre: oum =n, ou existe p € N tal que m = n + p, ou existe 


q EN tal quen = m+ q. 


(d) Lei de cancelamento: m+n=m-+p=—>n=p. 


Prova. 
(a) Sejam m,n € N números naturais arbitrários e seja 
X=(pEN|m+ (n+p) = (m+n) +p}. 
Então 1 € X e se p € X, tem-se que 
m+(n+s(p)) = més(n+p)=s(m+(n+p)=s((m+n)+p) 
= (m+m)+s(p). 


Logo, s(p) € Xe, portanto, X = N, ou seja, m + (n +p) = (m+n) +p, 
quaisquer que sejam m,n, p E N. 


J. Delgado - K. Frensel 


Os números naturais 


(b)eSejaX=(meNim+1=1+m). Então, 1 € X e se m e X, tem-se 
1+s(m) =s(1 +m) = s(m+1) = s(s(m)) =s(m) +1, 


ou seja, s(m) € X. Logo, X = N, isto é, m + 1 = 1 + m, qualquer que seja 
men. 


eSejaY=(meNimtn=n+myondenenN. 


Então, pelo provado acima, 1 € Y. Ese m e Y, tem-se que 


n+s(m) = sín+m)=sí(m>+n)=m+s(n) 
= m+(n+1)=m+(1+n)=(m+1)+n 
= sím)+n, 


ou seja, s(m) € Y. Logo, Y = N, isto é, m +n = n + m quaisquer que 
sejam m,n EN. 


(c) Seja m € N e seja 
X = {n € N|n e m satisfazem a propriedade de tricotomia }. 


(1) 1 € X. De fato, ou m = 1 ou m Æ 1 e, neste caso, m é o sucessor de 
algum número no € N, ou seja, existe no € N tal que 


1 +no = no+ 1 = sno =m. 


(2) Seja n € X. Então, ou n = m, ou existe p € N tal que n = m + p, ou 
existe q € N tal que m =n +q. 


Vamos provar que s(n) € X. 

De fato, 

e se Ħ n = m => s(n) = slm) =m + 1. 

e se n=m +p = s(n) =s(m+p)=(m+p)+1=m+ (p+1). 

e se m = n + q = 0u q = 1 ou q Æ 1. Se q = 1, m = n + 1, ou seja, 
s(n) = m. Se q Æ 1, existe qe N tal que qo + 1 = q. 

Logo, 
m=n+q=n+(qo+1)=n+(1+qo)=(n+1)+qo= s(n)+ qo. 
Em qualquer caso, provamos que ou s(n) = m, ou existe r € N tal que 

s(n) = m +r, ou existe £ € N tal que m = s(n) + £. 
Logo, X = N, ou seja, dados m,n € N temos que, ou m = n, ou existe 
p € N tal que m = n + p, ou existe q € N tal que n = m + q. 
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Exercício 1: Para provar que vale 
exatamente uma das três alterna- 
tivas ao lado, verifique antes que 
n +p Æ n quaisquer que sejam 
n,pEN. 
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A notação m < n significa que m 
é menor do que ou igual a n. 


(d) Sejam m, n, p € N tais que m +n =m +p. 


Pela propriedade de tricotomia, temos que ou p = n ou existe q € N tal 
que n = p + q, ou existe l € N tal que p = n + £. 


Então, se p Æ n, temos que: 


en=p+q = m+[(p+q)=m+p => (m+p)+q =m+p, o que é 
uma contradicáo (ver o exercício 1 acima). 


ou 


ep=n+l=>m>+n=m+ (n +1) = (m+ nm) + £ que é também uma 
contradicáo. 


Logo, p =n. y 


A relacáo de ordem no conjunto dos números naturais é definida em 
termos da adicáo. 


Definicáo 1.2 Dados m,n e N, dizemos que m é menor do que n (ou 
que n é maior do que m) e escrevemos m < n (ou n > m) se existir 
p € N tal que n = m + p. 


Proposição 1.2 A relação < possui as seguintes propriedades: 
(a) Transitividade: sem < n en < p, então m < p. 


(b) Tricotomia: dados m,n € N, ocorre exatamente uma das alternativas 
seguintes: 


m=n, ou m<n, o n<m. 


(c) Monotonicidade: se m < n então m + p < n + p para todo p e N. 


Prova. 
(a) Sem < nen < p, existem qı € N e q2 € N tais que n = m+ q1 
ep =n+ q. 
Logo, 
p=n+q2=(m-+ q1) + q2=m+ (q1 + q2). 
Entáo, m < p. 
(b) Sejam m,n € N. Então, ocorre exatamente uma das seguintes alter- 
nativas: 
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eoum=n; 
e ou existe p € N tal que m = n + p, ou seja n < m; 
e ou existe q € N tal que n = m + q, Ou sejam <n. 
(c) Sejam m,n, p € N. Se m <n, existe q € N tal que n = m + q. 


Logo, 
n+p=[(m+q)+p=m+(q+p) =m+ (p+q)=(m>+p)+4, 


ou seja, m +p <n +r. y 


Definiremos, agora, a multiplicação de números naturais. 


Definição 1.3 Para cada m € N, seja fm a função definida por 
fm: N — N 
P — fmlp)=p+m. 
O produto de dois números naturais é definido por: 
em-l=m, 


em-(n+1)= (fm)"(m). 


Assim, multiplicar um número m por 1 náo o altera, e multiplicar m 
por um número maior que 1, ou seja, por um número da forma n + 1, é 
iterar n—vezes a operação de somar m, começando com m. 


Por exemplo: 
m-2=f, (m) =m->+m; 


m- 3 = (fm) (m) =?t Hi m1= mm =m emm. 


Observacáo 1.1 Pela definigáo acima, temos que 
m-(n+1)=m.n+m, VmneN 
De fato, se n = 1, entáo 
m«n+tm=m-1l+m=m>+m=(f.)'(m) =m- (1+1). 
Sen Æ 1, existe ny € N tal que s(no) = n. Logo, 


m.«n+m = m-(no+1)+m=(f,)"(m) + m 
El Ca m= a Sm) 
(fm)"(m) =m: (n+1). 
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A operação de multiplicação é 
a função que a cada par de 
números naturais associa o seu 
produto: 
-NxN — N 
(mn) — mon 

Multiplicar dois números naturais 
significa calcular o produto entre 
eles. 

O produto de m e n é designado 


por m- nou por mn. 


Análise na Reta 


Proposição 1.3 A multiplicação de números naturais satisfaz as se- 
guintes propriedades: 


(a) Distributividade: m. (n+p) =m-n+m-pe(m+n)-p =m-p+n:-p. 
(b) Associatividade: m- (n-p) =(m-n)- p. 

(c) Comutatividade: m.n =n-m. 

(d) Monotonicidade: m < n => m-.p<n:-p. 


(e) Lei de cancelamento: m - p = n -p = m =n. 


Prova. 
(a) Sejam m,n € N e seja X = {ip E N|m. (n+p)=m.n+m.-p}. 


Já vimos que 1 € X. Suponhamos que p € X. Então, 


m-(n+(p+1) = m-((n+p)+1)=m-(n+p)+m:+1 
= (m.«n+m-p)+m=m-n+(m-p+m) 
= mn+m-(p+1), ouseja, p+1E€X. 


Logo, X = N. Isto é, m- (n+p) = m-n+m:- p quaisquer que sejam 
m,n,p eN. 
Seja, agora, Y = {p €N|(m>+n)-p =m-p+n:-p). Então, 
e ] € Y, pois (m+n)-1=m+n=m-1+n-.1. 
e Se p € Y, temos: 
(m+n)-(p+1) = (m+n)-p+(m+n)=m:p+n:p+m+n 

= m:«p+m+n-p+n=m-(p+1)+n-(p+1), 
ou seja, p+ 1 € Y. Logo, Y = N, isto é, (m+n) -p = m -p +n-p quaisquer 
que sejam m,n,p € N. 
(b) Sejam m,n € N e seja X = {p E N|m. (n-p)=(m-n)- p}. Então, 
eleX,posm:(n-)=m:n=(m-n)-1. 
e Se p € X, temos 

min(p+D)D) = m-(n-p+n)=m-(n-p)+me-n 
= (m-:n)-p+m-n=(m-n)- (p+1), 

ou seja, p+1€X. 


Logo, X = N, isto é, m-(n-p) = (m-n)-p quaisquer que sejam m, n,p € N. 
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(c)SejaX=(meN|m-1=1-my). Então, 1 € X e se m € X temos que 
(m+1)- 1=m.1+1.-1=1.m+1-1=1.(m+1), 


ou seja, m + 1 € X. 
Logo, X = N, isto é, m- 1=1.m, Ym €N. 


Seja, agora, Y = (me N|m -n = n - m}, onde n € N. Então, pelo que 
acabamos de provar acima, 1 € Y. 


Se m € Y, temos 


(m+1) n=m.n+l.-n=n.m+1.-n=n.m+n=n.(m+1), 
ou seja, m + 1 € Y. 
Logo, Y = N, ou seja, m - n = n - m quaisquer que sejam m,n E N. 
(d) Sejam m,n € N tais que m < n. Então, existe q € N tal que n = m+ q. 
Logo, 

n-p=(m+q):p=m-p+q:p, 

ou seja, m-p<n:-p. 
(e) Sejam m,n,p € N tais que m.p =n- p. 
Entáo, m = n, pois, caso contrário, teríamos que: 
e m < n = m- p < n- p (absurdo), 
ou 


e n <m = n: p< m- p (absurdo). y 


Definição 1.4 Seja X c N. Dizemos que p € X é o menor elemento de 
X, ou o elemento mínimo de X, se p < n para todo n € X. 


Observação 1.2 e 1 é o menor elemento de N, pois se n + 1, existe 
no € N tal que no + 1 = n. Então, n > 1. 


e SeX c Nele x, então 1 éo menor elemento de X. 


e O menor elemento de um conjunto X c N, se existir, é único. De fato, se 
p e q são menores elementos de X, então p < qe q < p. Logo, p = q. 


Definição 1.5 Seja X c N. Dizemos que p € X é o maior elemento de 
X, ou o elemento máximo de X, se p > n para todo n E X. 


Existe X c N sem menor ele- 


mento? 
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Observação 1.3 e Nem todo subconjunto de N possui um maior ele- 
mento. Por exemplo, N não tem um maior elemento, pois se n e N, então 
n+1=sín)jeNen+1>n. 


e Se existir o maior elemento de um conjunto X c N, ele é único. 


Teorema 1.1 (Princípio da Boa Ordenação) 


Todo subconjunto não-vazio A € N possui um elemento mínimo. 


Prova. 
Seja X = {n € N|{1,...,n} c N-A}. 


Se 1 € A, então 1 é o menor elemento de A. Se 1 ¢ A, então 1 € X. 
Como A #4 Ø e X cC N — A, temos que X £N. 


Logo, pelo princípio de indução, existe no € X tal que no + 1 ¢ X, ou seja, 
1,... No Z Aeno+l EA. 


Assim, no + 1 < n, para todo n € A. 
Outra demonstração. 


Suponha, por absurdo, que A não tem um menor elemento. Seja 
X=(peNlp<n, VYne A). 


Então: 

(1)1€X, pois1l<nVnenN. 

(2) Seja p € X, ouseja, pe Nep<nVneA. 

Como A não tem um menor elemento, temos que p Z A. Logo, p < n para 
todo n € A, ou seja, para todo n € A existe qn € N tal que n = p + qn. 
Então, p<p+4n=>p+1<p+qn=n,VneA=—=>p+lex. 


Pelo princípio de indução, temos que X = N, o que é um absurdo, pois, 
como A Æ Ø, existe no € A. Sendo X = N, no+ 1 € Xe, portanto, 
No + 1 < No- Ci 


Teorema 1.2 (Segundo Princípio de Indução) 


Seja X c N um conjunto com a seguinte propriedade: dado n € N, se 
X contém todos os números naturais m tais que m < n, então n € X. 
Nestas condições, X = N. 
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Prova. 
É obvio que 1 e X, pois, caso contrário, existiria algum número natural 
ngXtalquen< 1. 


Suponha que n € X. Vamos provar que n + 1 € X. 
De fato, se n + 1 ¢ X, existe po < n + 1 tal que po E X. 
Seja A ={qE€N|q<n+1eqgx]}. 


Então, como A Æ Y, A possui um menor elemento qo € A, ou seja, 
do<n+1eq.gX. 


Se p < qo, temos que p € X, já que p < do < n+1 e qo é o menor 
elemento não pertencente a X com esta propriedade. 


Logo, como p < qo implica que p € X, temos, pela hipótese, que qo € X, 
o que é uma contradição. 


Assim, se n € X, temos que n + 1 € X. 

Então, pelo Primeiro Princípio de Indução, X = N. 

Outra demonstração. 

Seja A = N — X. Se X # N, então A Z Ø. 

Pelo Princípio da Boa Ordenação, existe p € A tal que p < n para todo 
nEA. 

Assim, se q < p, temos que q ¢ A, ou seja q € X. Pela hipótese, p € X, O 
que é uma contradição. Logo, X = N. m 


Exemplo 1.2 Um número natural p é chamado primo quando p + 1 e 
não pode se escrever na forma p =m.ncomm=<pen<p. 


O Teorema Fundamental da Aritmética diz que todo número natural maior 
do que 1 se decompõe, de modo único, como um produto de fatores pri- 
mos. 


Podemos provar a existência desta decomposição utilizando o Segundo 
Princípio de Indução. 


De fato, dado n € N, suponhamos que todo número natural m < n pode 
ser decomposto como um produto de fatores primos ou m = 1. 


Se n é primo, não há nada a provar. 
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Para ver uma prova do Teorema 
de Definição por Indução, con- 
sulte Fundamentals of Abstract 


Analysis de A.M. Gleason, p. 145. 


A multiplicação de uma n—úpla 
de números naturais pode ser de- 
finida, também, por indução como 
fazemos para a adição no exem- 
plo ao lado. 


Se n não é primo, existem p < ne q < n tais que n = pq. 


Pela hipótese de indução, p e q são produtos de fatores primos. Logo, 
n = pq é também um produto de fatores primos. 


Pelo Segundo Princípio de Indução, obtemos que todo número natural, 
n > 1, é produto de números primos. 


Teorema 1.3 (Definição por Indução) 


Seja X um conjunto qualquer. Suponhamos que nos seja dado o valor 
f(1) e seja dada também uma regra que nos permite obter f(n) a partir do 
conhecimento dos valores f(m), para todo m < n. Então, existe uma, e 
somente uma função f : N — X que toma esses valores. 


Exemplo 1.3 Dado a e N, definamos uma função f : N — N por 
indução, pondo f(1) =aefín+1)=a-fín). 


Então, f(2) =a-f(1) =a- a, f(3) =a-f(2) =a-a-aetc. 


Logo, f(n) = a”. Definimos, assim, por indução, a n—ésima potência do 


número natural a. 


Exemplo 1.4 Seja f : N — N a função definida indutivamente por 
f()=1ef(n+1) =f(n) - (n+1). 


Então, f(1) = 1, f(2) =1-2,f(3) =f(2)-3=1-2-3 etc. 


Assim, f(n) =1-2-...-n =n! éo fatorial den. 


Exemplo 1.5 Definir por indugáo a soma de uma n—úpla de números 
naturais. 
Solução: Seja X o conjunto das funções tomando valores em N e seja 
f: N — X a função definida indutivamente por f(1) : N — N tal que 
f(1)(a) = a, ef(n+D):NH — N tal que 

fin + (dass o, any) = f(n)(a1,..., an) + aa 
Então, f(1)(a) = a, f(2)(a1, a2) = f(1)(a1)+a2 = atas, f(3)(a1, a2, a3) = 
f(2)(a1, a2) + az = aı + a + az etc. 


Assim, f(n)(a1,..., an) = f(n—1)(a1,..., an1) +40, = a1 +... + an1 +a- 
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2. Conjuntos finitos e infinitos 


Definição 2.1 Seja In =fpeN|I<p<nj=(1,2,...n). 


Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou quando existe uma 
bijecáo q : In — X, para algum n e N. 


No primeiro caso dizemos que X tem zero elementos, e no segundo caso, 
dizemos que X tem n elementos. 


Observação 2.1 Intuitivamente, uma bijeção q : In — X significa uma 
contagem dos elementos de X. 


Pondo p(1) = xı, p(2) =x>,...,p(n) = Xn, temos X = [x1,x2,...,Xn). 


Observação 2.2 
e Cada conjunto L, é finito e possui n elementos. 


e Se f : X — Y é uma bijeção, então X é finito se, e só se, Y é finito. 


Para verificar que o número de elementos de um conjunto está bem 
definido, devemos provar que se existem duas bijeções y : In — Xe 
y : Imn — X, então n = m. 

Considerando a função f =p "o ọ : In — Im, basta provar que se 
existe uma bijeção f : In — Im, então m = n. Podemos supor, também, 
que m < n, ou seja Im C L. 


Teorema 2.1 Seja A c 1, um subconjunto não vazio. Se existe uma 
bijecáo f : In — A, então A = In. 


Prova. 

Provaremos o resultado por indução em n. 

Sen=1,h=ilje A (1h 

Logo A ={1} = I. 

Suponhamos que o teorema seja válido para n e consideremos uma bijeção 
f: In —> A. 

A restrição de f a In fornece uma bijecáo f’ : In — A — {f(n + 1)). Se 
A—[f(n+1)) c In, temos, pela hipótese de indução, que A—(f(n+1)) = In- 
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Então, f(n+1) =n+1e A = Iny. 

Se, porém, A — {f(n + 1)} Z Ihn, então n +1 € A — {f(n + 1)). Neste caso, 
existe p € In tal que f(p) =n+1,efín+1)=q€ 1. 

Definimos, então, uma nova bijecáo g : 11,1 — A pondo g(x) = f(x) se 
xtpexfn+l,gp)=qegin+1])=n+1. 

Agora, a restrição de g a In nos dá uma bijecáo g’ : In — A-(n+1). 
Como A—(n+1) c In; temos, pela hipótese de indução, que A—{n +1} = 
In Ou seja A = Iny. E 


Corolário 2.1 Se existir uma bijeção f : In — In então m = n. Con- 
seqüentemente, se existem duas bijeções y : In — X e yp : In — X 
então m =n. 


Prova. 
Se n < m, temos que In C Im. 


Logo, m = n, pelo teorema anterior. 
Se n > m, temos que f~! : In — Im é uma bijeção tal que Im C In. 


Portanto, Im = In. E 


Corolário 2.2 Não existe uma bijeção f : X — Y de um conjunto finito 
X sobre uma parte própria Y C X. 


Prova. 

Sendo X finito, existe uma bijeção ọ : In — X para algum n € N. 

Seja A = pq (Y). 

Então, A é uma parte própria de L, e a restrição de q a A fornece uma 
bijeção f’: A — Y. 


4 f 


Y 
Y Jo 
L— A 
9 
A composta g = (ọ')7! o fo ọ : In — A seria então uma bijeção de In 
sobre sua parte própria A, o que é uma contradicáo pelo teorema anterior. 


Logo, não existe a bijecáo f : X — Y. y 
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Teorema 2.2 SeX é um conjunto finito então todo subconjunto Y C X é 
finito. Além disso, o número de elementos de Y é menor do que ou igual 
a o número de elementos de X e é igual se, e somente se, Y = X. 


Prova. 
Seja f : In —> X uma bijecáo e seja f' : A — Y a restrição de f a 
A=f "(Y cla 


Se provarmos que A é finito, que #(A) é menor do que ou igual a ne é 
igual a n se, e somente se, A = In, teremos que Y é finito, que #(Y) =+H(A) 
é menor do que ou igual a 4(1,,) = &(X), e é igual se, e somente se A = In, 
ou seja, se, e somente se, Y =X. 


Basta, então, provar o teorema no caso em que X = ln. 
Se n = 1, então Y = Ø ou Y = {1}. 
Assim, #(Y) < 1 e #(Y) = 1 se, e só se, Y = {1} = I}. 


Suponhamos que o teorema seja válido para I,, e consideremos um sub- 
conjunto Y C Inn. 


Se n+ 1 g Y, então Y C In. Logo, pela hipótese de indução, Y é um 
conjunto finito com #(Y) < n e, portanto, #(Y) <n +1. 


Se, porém, n + 1 € Y, temos que Y — {n + 1} c In. Logo, Y — {n + 1} é um 
conjunto finito com p elementos, onde p < n. 


Se Y — {n + 1} # Ø, existe uma bijeção y : 1, — Y —(n+ 1). 


Definimos, então, a bijeção q : 1, +1 — Y pondo p(x) = (x) para x € Ip 
eplp+1)=n+1. 


Segue-se que Y é finito e que #(Y) =p +1<n+1. 
Resta, agora, mostrar que se Y C In tem n elementos então Y = Ihn. 
Se &(Y) = n, existe uma bijecáo f : In — Y. 


Como Y C In temos, pelo Teorema 1.4, que Y = In. y 


Corolário 2.3 Seja f : X — Y uma função injetiva. Se Y é finito, então 
X também é finito, e o número de elementos de X náo excede o de Y. 


Prova. 
Sendo f : X — Y injetiva, temos que f : X — f(X) é uma bijecáo. 
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Designamos por la : A — Aa 
função identidade do conjunto A. 


Exercício 2: Prove que dada uma 
função f: X — Y injetiva, existe 
uma função g : Y — X tal que 
go f = Ix, ou seja, f possui 
uma inversa à esquerda. Verifi- 
que, também, que se go f = Ix, 
então g é sobrejetiva. 


Como f(X) c Y e Y é finito, temos que f(X) é finito e H(f(X)) < #(Y). 
Logo, o conjunto X é finito e 4(X) = #(f(X)) < #(Y). y 


Corolário 2.4 Seja g : X — Y uma função sobrejetiva. Se X é finito, 
então Y é finito e o seu número de elementos não excede o de X. 


Prova. 

Como g : X —> Y é sobrejetiva, existe uma função f : Y — X tal que 
g of = Iy, ou seja, g possui uma inversa à direita. 

De fato, dado y € Y, existe x € X tal que g(x) = y. Definimos, então, 
ful =x. 

Além disso, como go f(y) = y para todo y € Y, temos que se f(y) = f(y’) 
então y = y”, ou seja, f é injetiva. 


Entáo, pelo corolário anterior, Y é um conjunto finito e o seu número de 
elementos não excede o de X. yy 


Definição 2.2 Um conjunto X é infinito quando não é finito. Ou seja, 
X Y e seja qual for n e N, não existe uma bijeção q : In — X. 


Exemplo 2.1 O conjunto dos números naturais é infinito. 

De fato, dada qualquer função ọ : In — N, n > 1, tome 
p=0(1)+...+e([(n). 

Então, p € N e p > q(j) para todo j = 1,...,n. Logo, p Z ọ(In), ou seja, 

ọ não é sobrejetiva. 


Outra maneira de verificar que N é infinito é considerar o conjunto dos 
números naturais pares 

P=Qn=n+ninenN) 
e abijecáo q : N — P dada por p(n) =2n. 
Como P é um subconjunto próprio de N, temos, pelo corolário 2.2, que N 
é infinito. 


Observacáo 2.3 Como consequéncia dos fatos provados acima para 
conjuntos finitos, segue que: 


e se X é infinito e f : X — Y é injetiva, então Y é infinito. 
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e se Y é infinito e f : X —> Y é sobrejetiva, então X é infinito. 
e se X admite uma bijecáo sobre uma de suas partes próprias, então X é 


infinito. 


Definição 2.3 Um conjunto X c N é limitado se existe p € N tal que 
n < p para todo n e X. 


Teorema 2.3 SejaX c N não-vazio. As seguintes afirmações são equi- 
valentes: 


(a) X é finito; 
(b) X é limitado; 


(c) X possui um maior elemento. 


Prova. 
(a)—(b) Seja X = {x1,...,Xn} e seja a = xı +... + Xn. Então a > x 
para todo i = 1,...,n, ou seja, X é limitado. 


(b)=>(c) Como X é limitado, existe a e N tal que a > n para todo n e X. 
Entáo, o conjunto 
A=(peNIp>nVne€X) 


é não-vazio. Pelo Princípio da Boa Ordenação, existe po € A que é o 
menor elemento de A. 


Se po € X, temos que po > n Yn E€ X e po > 1, pois X # Ø. 
Logo, existe qo € N tal que po = 1 + qo. 


Assim, po > n+ 1 Yn € X, ou seja, qo + 1 > n+ 1 Yn E€ X. Então qo > n 
Vn € X, ou seja, qo € A, o que é absurdo, pois qo < Po € po é O menor 
elemento de A. 


Logo, po € X e po > n Yn € X, ou seja, po é o maior elemento de X. 
(c)=>(a) Seja p o maior elemento de X. Então, pe Xep>nVne€x. 


Logo, X C I, e é, portanto, finito. g 


Observação 2.4 Um conjunto X c N é ilimitado quando não é limitado, 
ou seja, para todo p € N existe n e X tal que n > p. 
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Segue da observacáo ao lado 
que os conjuntos Z e Q, dos 
números inteiros e dos números 


racionais, respectivamente, são 
infinitos, pois ambos contêm N. 


Note que: pelo teorema 2.3, an- 
terior, X é infinito se, e somente 
se, X é ilimitado. 
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Exercício 3: Use o teorema 2.4 e 


o Princípio de Indução para pro- 
var o corolário 2.5, ao lado. 


Teorema 2.4 Sejam X, Y conjuntos finitos disjuntos, com m e n ele- 
mentos respectivamente. Então, X U Y é finito e possui m + n elementos. 


Prova. 
Sejam fı : Ln — X e f2 : In — Y bijeções. 
Definamos a função f : Imn — X U Y pondo 
f(x) = fila) sel<x<m 
f(m+x) = f(x) sel<x<n. 
Como XN Y = Ø, é fácil verificar que f é uma bijeção. 


Logo, X U Y é finito e possui m + n elementos. g 


Corolário 2.5 Sejam X,,...,X« conjuntos finitos, dois a dois disjuntos, 
com my,...,nx elementos, respectivamente. Então X: U ... U Xx é finito e 
possui nı +... + ny elementos. 


Corolário 2.6 Sejam Y,,..., Y, conjuntos finitos (não necessariamente 
disjuntos) com ny,...,nyx elementos, respectivamente. 


Então Y, U...UY, é finito e possui no máximo ny +... + ną elementos. 


Prova. 
Para cada i = 1,...,k, seja X = {(x,i)|x € Y} e seja q; : Yı — Xi 
a função definida por qi(x) = (x,1). 
Como «q, é uma bijeção, temos que X; é finito e possui n; elementos, 
i=1,...,k. Além disso, os conjuntos finitos X;,...,X« são disjuntos dois 
a dois. 
Logo, pelo corolário anterior, X, U...U Xx é finito e possui nı +... + nx 
elementos. 
Seja 

f:X U..UX: — Y1 U... U Yk 
a função definida por f(x,i) =x. 
Como f é sobrejetiva, X1 U . . . U Xx finito e possui nı +... + nx elementos, 
temos que YjU...UY, é finito e possui no máximo nı +.. .+nx elementos. 
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Corolário 2.7 SejamX;,..., Xi conjuntos finitos comn,,..., nx elemen- 
tos respectivamente. Então o produto cartesiano X; x ... x X, é finito e 
possuin;-...- ni elementos. 

Prova. 


Basta provar o corolário para k = 2, pois o caso geral segue por inducáo 
em k. 


Sejam X e Y conjuntos finitos com m e n elementos, respectivamente. 
Se Y = [y1,..., Yn}, então X x Y = X¡U...UX,, onde X; = X x {yi}, 
i= hh 


Como Xy,...,X, são disjuntos dois a dois e todos possuem m elementos, 
temos que X x Y é finito e possui m - n elementos. py 


Corolário 2.8 Sejam X e Y conjuntos finitos com m e n elementos res- 
pectivamente. Então o conjunto F(X; Y) de todas as funções de X em Y é 
finito e possui n™ elementos. 


Prova. 
Seja q : In — X uma bijecáo. Então, a função 


H: F(X;Y) — F(mY) 
f — foq 
é uma bijeção. De fato, a função 
L:F(La Y) — F(X;Y) 
g > gop 
é a inversa da função H. 


Logo, basta provar que F(Im; Y) é um conjunto finito e que possui n™ 
elementos. 


Seja a função 
F: F(Ilm Y) SS Yx...x Y (m fatores) 


definida por 


Como F é uma bijecáo e Y x ... x Y (m fatores) possui n™ elementos pelo 
corolário anterior, temos que F (Im; Y) é finito e possui n™ elementos. py 
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3. Conjuntos enumeráveis 


Definição 3.1 Um conjunto X é enumerável quando é finito ou quando 
existe uma bijecáo f : N — X. Neste caso, X diz-se infinito enumerável e 
pondo-se x; = f(i), i € N, tem-se uma enumeração de X: 

X = (Xi, A 


Exemplo 3.1 O conjunto P dos números naturais pares e o conjunto 
T = N — P dos números naturais ímpares são conjuntos infinitos enu- 
meráveis. 


De fato, as funções 


g: N — P a p:N — Z 


n — qi(n)=2n n —> qaln)=2n-—1 


são bijeções. 


Exemplo 3.2 O conjunto Z dos números inteiros é infinito enumerável. 
De fato, a função q : Z — N definida por 
2n sen > 1 


p(n) = 
—2n+1 sen<o0 


é uma bijeção. Logo, q !:N — Z é uma enumeração de Z. 


Teorema 3.1 Todo conjunto infinito X contém um subconjunto infinito 
enumerável. 


Prova. 

Basta provar que existe uma função f : N —> X injetiva, pois, assim, 
f: N — f(N) é uma bijeção, sendo, portanto, f(N) um subconjunto infi- 
nito enumerável de X. 


Para cada subconjunto A não-vazio de X podemos escolher um elemento 
XA € A. 


Vamos definir por indução uma função f : N — X. 
Tome f(1) = xx e suponhamos que f(1),...,f(n) já foram definidos. 


Seja An =X—[f(1),...,f(n)). 
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Como X não é finito, A, não é vazio. 
Defina, então f(n + 1) = xa,- 
A função f : N —> X é injetiva. 


Com efeito, se m Zn, digamos m < n, então f(m) € [f(1),...,f(n—1)je 
f(n) 2 (f(1),..., f(n—1)). Logo, f(m) 4 f(n). y 


Corolário 3.1 Um conjunto X é infinito se, e somente se, existe uma 
bijeção f : X — Y de X sobre uma parte própria Y € X. 


Prova. 
Se uma tal bijecáo existir, pelo corolário 2.2, X náo é finito. 


Reciprocamente, se X é infinito, X contém um subconjunto infinito enu- 
merável A =([a:,...,An,...). 


Seja Y = (X — A) U {a2, 44,..., Azn,...). 


Então Y é uma parte própria de X, pois 


X—Y=(01,03,...,02m1,..:). 


Além disso, a função f : X — Y definida por f(x) =x sex e X- A e 
f(an) = azn, n E N, é uma bijeção de X sobre Y. py 


Observação 3.1 Como consequência do teorema anterior, temos que: 


Um conjunto é finito se, e somente se, não admite uma bijecáo sobre uma 
parte sua própria. 


Obtém-se, assim, uma caracterização dos conjuntos finitos que independe 
do conjunto N. 


Teorema 3.2 Todo subconjunto X c N é enumerável. 


Prova. 
Se X é finito, então X é enumerável, por definição. 


Suponhamos que X é infinito. 
Vamos definir por indução uma bijeção f : N — X. 


Tome f(1) =menor elemento de X, e suponha que f(1),...,f(n) foram 
definidos satisfazendo as seguintes condições: 
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(a) f(1)<f(2)<...<f(n); 
(b) Se Ba = X —[f(1),...,f(n)), tem-se x > f(n), para todo x € Ba. 
Como Ba % 2, pois X é infinito, seja f(n + 1) =menor elemento de 
Ba. Então, fín + 1) > fín) ex > fín + 1) para todo x € Bam = 
X-—{f(1),..., f(n + 1D). 
Como f : N — X é crescente, f é injetiva. 
Além disso, f é sobrejetiva, pois se existisse algum x € X — f(N), teríamos 
que 

xEX—f(N)cX-{f(1,..., f(n)}= Ban, 
para todo n € N, e, portanto, x > f(n) para todo n € N. Assim, f(N) c N 
seria infinito e limitado, o que é absurdo. g 


Exemplo 3.3 O conjunto dos números primos é infinito (fato conhecido) 


e enumerável. 


Corolário 3.2 Dado um subconjunto X C N infinito, existe uma bijeção 
crescente ọ : N — X. 


Corolário 3.3 Um subconjunto de um conjunto enumerável é enumerável. 


Corolário 3.4 Se f : X — Y é uma função injetiva e Y é enumerável, 
então X é enumerável. 


Prova. 
Como f(X) c Y é enumerável e f : X — f(X) é uma bijeção, temos 
que X é enumerável. g 


Corolário 3.5 Se f : X — Y é uma função sobrejetiva e X é enu- 
merável, então Y é enumerável. 


Prova. 

Como f : X — Y é sobrejetiva, f possui uma inversa à direita, ou seja, 
existe g : Y — X tal que fog = ly. Então, g é injetiva. Logo, Y é 
enumerável. y 


Teorema 3.3 Se X e Y sáo conjuntos enumeráveis, entáo o produto 
cartesiano X x Y é enumerável. 
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Prova. 
Sendo X e Y finitos ou infinitos enumeráveis, existem funções f : X — N 
e g: Y — N injetivas. 


Seja f x g : X x Y — N x N definida por f x g(x,y) = (f(x), g(y)). Como 
f e g são injetivas, f x g também é injetiva. 


Basta, então, provar que N x N é enumerável. Para isso, definimos a 
função h : N x N —> N, pondo h(m,n) = 27.3”. Pela unicidade da 
decomposição em fatores primos, f é injetiva e, portanto, N x N é enu- 
merável. yy 


Corolário 3.6 O conjunto Q dos números racionais é enumerável. 


Prova. 


Sabemos que Q = À a | peZeqe z), e que Z x Z* é enumerável. AA a 


Como a função f : Z x Z* — Q, definida por f(p, q) = + é sobrejetiva, 
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segue-se do corolário 3.5 que Q é enumerável. g 


Corolário 3.7 SejamX;,X>,...,X.,... conjuntos enumeráveis. Então a 
00 
reunião X = © Xn é enumerável. Ou seja, uma reunião enumerável de 


n=1 


conjuntos enumeráveis é enumerável. 


Prova. 

Tomemos, para cada m € N, uma função fm : N —> Xm sobrejetiva, e 
definamos a função f : N x N — X pondo f(m,n) = fm(n). Como f é 
sobrejetiva e N x N é enumerável, tem-se que X é enumerável. y 


Observação 3.2 Uma reunião finita X = X U... U X, de conjuntos 
enumeráveis é enumerável. 


Observação 3.3 Se X;,...,X, São conjuntos enumeráveis, seu pro- 
duto cartesiano X; x ... x X, é enumerável. 


00 
Porém, nem sempre, o produto cartesiano X = II Xn de uma sequência 


m=] 


de conjuntos enumeráveis é enumerável. 
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Ao lado, estamos designando 
card(X) o número cardinal do 
conjunto X. Quando X é um con- 
junto finito, card(X) é o número 
de elementos de X, que anterior- 
mente designamos #(X). 


Para ver as demonstracóes dos 
fatos citados ao lado e obter mais 


informações sobre números car- 
dinais de conjuntos, veja o livro: 
Teoria Ingénua dos Conjuntos de 
Paul Halmos. 
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4. Conjuntos não-enumeráveis 


Veremos, agora, que existem conjuntos não-enumeráveis. Mais ge- 
ralmente, mostraremos que, dado qualquer conjunto X, existe sempre um 
conjunto cujo número cardinal é maior do que o de X. 


e Náo vamos definir o que é o número cardinal de um conjunto. Diremos, 
apenas, que card(X) = card(Y) se, e somente se, existe uma bijecáo 
f:X— Y. 


e Assim, dois conjuntos finitos têm o mesmo número cardinal, se, e so- 
mente se, tém o mesmo número de elementos. E se X é infinito enu- 
merável, entáo card(X) = card(N) e card(Y) = card(X) se, e somente se, 
Y é infinito enumerável. 


e Dados os conjuntos X e Y, diremos que card(X) < card(Y) quando existir 
uma função injetiva f : X — Y, mas não existir uma função sobrejetiva 
g:X — Y. 


e Como todo conjunto X infinito contém um subconjunto enumerável, tem- 
se que card(N) < card(X), ou seja, o número cardinal de um conjunto 
infinito enumerável é o menor dos números cardinais dos conjuntos infini- 
tos. 


e Dados dois conjuntos A e B quaisquer, vale uma e somente uma, das 
seguintes alternativas: 
card(A) = card(B), card(A) < card(B), ou  card(B) < card(A). 


e Se existirem uma função injetiva f : A — B e uma função injetiva 
g : B — A, existirá também uma bijeção h : A — B. 


Teorema 4.1 (Teorema de Cantor) 


Sejam X um conjunto arbitrário e Y um conjunto contendo pelo menos dois 
elementos. Então, nenhuma função q : X — F(X; Y) é sobrejetiva. 


Prova. 
Seja q : X — F(X; Y) uma função e seja p, : X — Y o valor da função 
q no ponto x e X. 


Construiremos uma função f : X — Y tal que f % ọ, para todo x € X. 
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Para cada x € X, seja f(x) € Y tal que f(x) 4 px(x), o que é possível, pois 
Y tem pelo menos dois elementos. 


Assim, f Æ q, para todo x € X, pois f(x) 4 qx(x) para todo x € X. 


Logo, f Z p(X), ou seja, q não é sobrejetiva. py 


Observação 4.1 Sejam y,,y2 € Y tais que yı + y2, e seja Y : X — 
F(X; Y) a função definida por w,(x) = yı e p(z) = y2 SE z Xx. 


Então y é injetiva. Logo, card(X) < card(F(X; Y)). 


Provamos, assim, que dado qualquer conjunto X, existe sempre um con- 
junto cujo número cardinal é maior do que o de X 


Corolário 4.1 Sejam X1, X2,...,Xn,... conjuntos infinitos enumeráveis. 


Então, o produto cartesiano | | Xi não é enumerável. 


i=1 


Prova. 
Basta considerar o caso em que todos os X, são iguais a N. De fato, 
para cada n € N, existe uma bijecáo fa : N — Xa. Então, a função 


F:] [N == J[x 
i=1 i=1 
ETE A EE A Tala); aaa) 


é uma bijecáo, onde N; = N, para todo i € N. Como a função 


H: ] [o — F(N;N) 
i=1 


h: N — N 


xX = (X1, ..., Xm.) HS . 
LS Xi 


é uma bijeção e F(N;N) não é enumerável pelo teorema anterior, o con- 
00 
junto | | Ni não é enumerável. y 
i=1 
e O argumento usado na demonstracáo do teorema acima, chama-se 
método da diagonal de Cantor, devido ao caso particular X = N. 


Os elementos de F(N; Y) são as sequências de elementos de Y. 
Para provar que nenhuma função q : N — F(N; Y) é sobrejetiva, escre- 
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vemos q(1) = sy, p(2) = s2,... etc., onde sy,s2,... são sequências de 
elementos de Y, ou seja, 


sa = (Un Via U age.) 
s2 = (Una Vo Use.) 
S3 (Y31, Y32; Y33; <- -) 


I 


Para cada n € N, podemos escolher yn € Y tal que yn Æ Ynn, onde 
Um é O n—ésimo termo ynn da diagonal. 


Então a sequência s = (y1, Y2,Y3,...) Æ sn para todo n € N, pois 
o n—ésimo termo y, da sequência s é diferente do n—ésimo termo da 
sequência sn. 


Assim, nenhuma lista enumerável pode esgotar todas as funções em 
F(N; Y). 


Exemplo 4.1 Seja Y = (0,1). Então, o conjunto {0,1} = F(N; Y) das 
sequências cujos termos são 0 ou 1 não é enumerável. 


e Seja P(A) o conjunto cujos elementos são todos os subconjuntos do 
conjunto A. 


Vamos mostrar que existe uma bijeção 
&: P(A) — PIANO, Dl. 
Para cada X C A, consideremos a função característica de X: 
čx:A —> {0,1} 
1, sexeX 
x H> Exlx) = 
O, sexgX 
A função 
ESPIAL — F(A;{0,1} 


X — Ex 


é uma bijeção, cuja inversa associa a cada função f : A — {0, 1} o con- 
junto X dos pontos x € A tais que f(x) = 1. 


Como {0, 1} tem dois elementos, segue-se do teorema 4.1 que ne- 
nhuma função q : A — F(A,{0,1}) é sobrejetiva. Logo, nenhuma 
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Conjuntos não-enumeráveis 


função y : A — P(A) é sobrejetiva. Mas existe uma função injetiva 
f: A — P(A) definida por f(x) = {x}. 


Então, card(A) < card(P(A)) para todo conjunto A. 


No caso particular em que A = N, temos que 


card(N) < card(P(N)) 


ou seja, P(N) não é enumerável. 
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Parte 2 
O conjunto dos números reais 


Neste capítulo, adotaremos o método axiomático para apresentar os 
números reais. Isto é, faremos uma lista dos axiomas que apresentam o 


conjunto R dos números reais como um corpo ordenado completo. 


Mas surge, naturalmente, uma pergunta: Existe um corpo ordenado 
completo? Ou melhor: partindo dos números naturais, seria possível, por 
meio de extensões sucessivas do conceito de número, chegar à construção 
dos números reais? A resposta é afirmativa e a passagem crucial é dos 
racionais para os reais. Por exemplo: Dedekind construiu o conjunto dos 
números reais por meio de cortes (de Dedekind), cujos elementos são 
coleções de números racionais; e Cantor obteve um corpo ordenado com- 
pleto cujos elementos são as classes de equivalência de sequências de 
Cauchy de números racionais. 


Provada a existência, surge uma outra pergunta relevante: será que 
existem dois corpos ordenados completos com propriedades diferentes? 
A resposta é negativa, ou seja, dois corpos ordenados completos diferem 
apenas pela natureza de seus elementos, mas não pela maneira como os 
elementos se comportam. A maneira adequada de responder a questão 
da unicidade é a seguinte: Dados K e L corpos ordenados completos, 
existe um único isomorfismo f : K — L, ou seja, existe uma única bijeção 
f: K — L tal que f(x+y) = f(x) +f(y) e f(x-y) = f(x)-f(y). Como, além 
disso, o fato de f preservar a soma implica que x < y => f(x) < f(y), 
K e L são indistinguíveis no que diz respeito as propriedades de corpos 
ordenados completos (ver exercícios 55 e 56). 
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Corpos 


1. Corpos 


Um corpo é um conjunto K munido de duas operações: 


Adição +:KxK — K Multiplicação -:KxK — K 
(x,y) —> x+y (x,y) + x-y, 
que satisfazem as seguintes condições, chamadas axiomas de corpo: 


Axiomas de corpo para a adição: 


(1) Associatividade: (x + y) +z =x + (y +2), para todos x,y,z € K. 


(2) Comutatividade: x + y = y + x, para todos x,y € K. 


(3) Elemento neutro: existe um elemento designado O € K e chamado 
zero, tal que x + 0 =x, para todo x € K. 


(4) Simétrico: para todo x € K existe um elemento designado —x € K e 
chamado o simétrico de x, tal que x + (—x) = 0. 


Observação 1.1 


e 0+x=x e (-x)+x=0, paratodoxeK. 
e x— y =Z Sẹ, € SÓ sẹ, x = y + z. De fato, 


x—-y=z => x+([-y)=z4=x+(-y])+y=z+y 
E> x+0=y+2=>x=y+Z2. 


e O zero é único, ou seja, se x + O = x para todo x e K, então O = 0. De 
fato, 
x+0=x=>0=x-x=0. 


e Todo x € K possui apenas um simétrico. De fato, 
x+y =0 = y =0 +(x) = —x. 
e —(—x) = x, pois (—x)+x = 0. 
e Lei de cancelamento: x + z = y + z => x = y. De fato, 
x+z+(—z) =y +z+ (z) = x +0 =y +0 => x =y. 


Axiomas de corpo para a multiplicação: 


(5) Associatividade: (x -y)-z =x- (y - z), para todos x,y,z € K. 


(6) Comutatividade: x - y = y-x, para todos x,y € K. 
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apenas por x — y e chamada 
a diferença entre xe y. A 
operação (x,y) — x—y chama- 
se subtração. 
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A multiplicação de x por y 
será designada, também, pela 


justaposição xy. 
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(7) Elemento neutro: existe um elemento designado 1 € K — {0} e cha- 


mado um, tal que x - 1 = x, para todo x € K. 


(8) Inverso multiplicativo: para todo x € K — (0) existe um elemento 


designado x”! e K e chamado o inverso de x, tal que x-x! =1. 


Observacáo 1.2 


ex.l=1.x=x para todo x e K. 


ex:x`! =x! -x = 1 para todo x € K — (0). 


e Dados x,y € K, com y Æ 0, escrevemos x -y ! = y A operacáo 


Xx - . a gi , z 
(x,y) — É x € K, y € K- (0), chama-se divisão e o número j éo 


quociente de x por y. 


e Se y #0, Ž =z x= yz. De fato, 


X 


y T74 kyy = zy S yy) sy. = yz 4> x= yZ. 


e Lei de Cancelamento: se xz = yz e z 0, então x = y. 


e Se xy = x para todo x € K, então, tomando x = 1, temos y = 1. Isto 
prova a unicidade do elemento neutro multiplicativo 1. 


e Seja xy = x. Se x Æ 0, pela lei de cancelamento, temos que y = 1. 
Se x = 0, y pode ser qualquer elemento de K, pois, como provaremos 
depois, 0 - y = 0 para todo y € K. 


e se xy = 1, então, como veremos depois, x 40e y Æ 0. Logo, 
Lx y= lys y= 


— 


xy = 1 = x! -1 = x7! ay) = (x7 


Isso prova a unicidade do elemento inverso multiplicativo de x. 


Por fim, as operações de adição e multiplicação num corpo K acham- 
se relacionadas pelo axioma: 


(9) Distributividade: x- (y +z) = x-y+x-z quaisquer que sejam x, y, z € K. 


Observação 1.3 


e (x+y):-z=x-z+y -z para todos x,y,z € K. 


e x - 0 = 0 para todo x € K. De fato, 
x-0+x=x:-0+x-1=x:(0+1)=x-1=x, 
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Exemplos de corpos 


logo, x-0 = 0. 

e se x- y = 0 então x = 0 ou y = 0. De fato, sex 4 0, então x! - (x - y) = 
x1.0. Logo, y = 0. 

Assim, se x Æ 0 e y Æ 0, então x-y Æ 0. 

e Regras dos sinais: (—x) -y =x- [—y) =—(x- y) e (—x)- [—y) =x «uy. 


De fato, temos que (—x)-y +x- y = (—x +x)-y = 0- y = 0, ou seja, 
(—x)-y = —(x-y). Analogamente, podemos verificar que x-(—y) = —(x-y). 


Logo, 


Em particular, (—1) - (—1) = 1. 


2. Exemplos de corpos 


Exemplo 2.1 O conjunto Q dos números racionais, com as operacóes 


/ 


+P “PPA o P PO MEP 


= , é um corpo. 
q q! qq! q q q:q! p 


i 


PP id 
De fato, lembrando que 4 ¿<> pq! = p'q, vamos provar primeiro 
que a soma e a multiplicação de números racionais estão bem definidas. 


1 
Sejam ? = P! e P = P1, Então 
q q q qı 


p'_ pq'+p'q _ p1di+Pidi Pi 4 pi 
q q qq’ 919) qo q 
p'qj = p1q', segue-se que 


pois, como pq1 = piq e 


(pq! +p'q)lqa) = pa'qa +p'9q19) 
(pq1)(q'q;) + (p'q1)(qq1) 
= piqq'q; +p1q'9q1 
(pray +p1q1)(qq’). 


PP PIP Pi Pi 
Po qq qq, q qi 


(pp) (quai) = prgpia! = (prri)lag”. 


P P : 
eo-. , POIS 
q q á 
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Exercício 1: Verificar as propri- 
edades comutativa, associativa e 
a distributividade das operações 
definidas no exemplo 2.1 sobre os 
números racionais. 


Exercício 2: Verificar a associ- 
atividade e a distributividade das 


operações definidas no exemplo 
2.2 sobre Z2. 
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e O elemento neutro da adição é para todo p’ Æ 0, pois 
p, 0 pp'+0q pp” _p 
+ f 1 / S 
q P qp qp q 


n zal i 
e O elemento neutro da multiplicação é s p' € Z*, pois 


pi pl »p 
ql ql q 

. p 2. Pi E p ; 
safa e ENE E O SIMENGE de g pois 


Pa AA. tng 


q q q:4 q: 
. p CIEE: aa p . 
e Seja E € Q, com p 4 0. Então E é inverso de T pois 


1. 


Pq pao 
q p qp 


Exemplo 2.2 O conjunto Z2 = {0,1} com as operações de adição e 
multiplicação definidas nas tabuadas abaixo é um corpo. 


+1011 - 1011 
0/0/1 0 0J0 
11110 110|1 


Pela definição, a adição e a multiplicação são comutativas; o elemento 
neutro da adição é o 0; o elemento neutro da multiplicação é o 1; o 
simétrico do 0 é o 0 e do 1 é 1; o inverso do 1 é1. 


Exemplo 2.3 O conjunto Q(i) = f(x,y) |x,y € Q} é um corpo com as 
operações de adição e multiplicação definidas por 
(x,y) + (xy) = (x+x,y+uy 
(xy) (xy) = (xx — yy’, xy’ +x'y), 
De fato, a comutatividade e a associatividade da adição seguem-se direto 
do fato que Q é um corpo. 
O elemento neutro da adição é (0,0) e o simétrico de (x,y) é (—x, —y). 


A comutatividade da multiplicação sai direto da definição e da comutativi- 
dade da multiplicação de números racionais. 
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O elemento neutro da multiplicação é (1,0), pois 
(x,y): (1,0) =(x-1—y-:0,x-0+1 -y) = (x,y). 


a a z x —y 
O inverso multiplicativo de (x,y) # (0,0) é (>=) pois 
x+y? #0e 

gd E a e E quo E. 

, x2 + y2’ x2 +y2 x2 + y? x2 + y?” x2 + y? l x2 + y? 


E x? +y? 0 =(10 
— (x2 +y?’ x2+y? se 


e Representando (x, 0) por x e (0, 1) por i, temos que 
o iy=(0,1)(y,0) = (0,y); 
o 1ti=(0,1)(0,1) =(0-0—1-1,0-1+1-0)=(-1,0)=-—1; 


o (x,y)=(x,0)+(0,y) =x+iy. 


O corpo Q(i) chama-se o corpo dos números complexos racionais. 


Exemplo 2.4 O conjunto Q(t) das funcóes racionais r(t) = o onde 
p e q são polinômios com coeficientes racionais, sendo q(t) não identica- 


mente nulo, com as operações de adição e multiplicação definidas abaixo 


é um corpo. 
PO PO p(t)- q'(t)+p'(t)- alt) p(t) p'(t) _ p(t): p'(t) 
q(t) q'(t) q(t) - q*(t) alt) q'(t)  qlt)- q'(t) 


Observação 2.1 Num corpo K tem-se: 
x? = y? = x = +y. 
Com efeito, 
= x-y? = 0 
= [(x—ylx+uy)=0 
= x-—y=00U x+y=0 
= 
=> 
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dade associativa da multiplicação 
e propriedade distributiva das 
operações definidas no exemplo 
2.2 sobre Q(i). 
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3. Corpos ordenados 


Um corpo ordenado é um corpo K no qual existe um subconjunto 
P c K, chamado o conjunto dos elementos positivos de K, com as se- 
guintes propriedades: 


(1) A soma e o produto de elementos positivos são elementos posi- 
tivos. Ou seja, x,y € P =>>x+yEP e x-yerp. 


(2) Dado x € K, exatamente uma das trés alternativas seguintes 
ocorre: 
oux =0; ouxeP; ou -xeP. 


e Assim, sendo —P = {x € K| — x € P}, temos 
K =PU(—P)U(O0), 


onde P, —P e {0} são subconjuntos de K disjuntos dois a dois. 
Os elementos de —P chamam-se negativos. 
e Num corpo ordenado, se a £ 0 então a? e P. 


De fato, sendo a Æ 0, temos que a € P ou —a € P. No primeiro caso, 
a? = a - a € P, e no segundo caso, a? = a- a = (—a)- (—a) € P. 
Em particular, num corpo ordenado, 1 = 1.1 é sempre positivo e, 


portanto, —1 € —P. 


Logo, num corpo ordenado, —1 não é quadrado de elemento algum. 


Exemplo 3.1 Q é um corpo ordenado no qual P = À E a € N). 


p’ 


e De fato, se La - 
q q 


e P, então pq, p'q' € Ne, portanto, 

p'_ Pq +p'q 

q q qq’ 
(pa' +p'a)(ag) = (pa)g? + (p'9)4? EN. 


€ P, pois 


O 


1 1 
A P =P cp pois pp'qq' = (pa)(p'q”) € N. 


q qq 
e Seja E € Q. Então, pq = 0 ou pq € Nou —(pq) € N, ou seja, a = ` =0 


ou P e Pou P =—P eP. 
q q q 


J. Delgado - K. Frensel 


Corpos ordenados 


Exemplo 3.2 Q(t) é um corpo ordenado no qual 


Joly) 
p= f 20 


De fato: 


pq é um polinômio cujo coeficiente lider é positivo | 


q(t)’ q'(t) 
grau de pq e p'q”, respectivamente, são positivos. 


/ 
e Se PTP € P, então os coeficientes an € bm dos termos de maior 


Logo, 

o O coeficiente c; do termo de maior grau de (pq' + p'q)qq! = 
pag? + p'q'q? é positivo, pois c; = anq’? + bmq? ou c) = anq? ou 
cj = bmqĉ, onde q; e q; são os coeficientes dos termos de maior grau 
de q e q”, respectivamente. 


o O coeficiente do termo de maior grau de pp'qg' = (pq)(p'q”) é 
Anbm > 0. 


e Se = e Q(t), então ou pq = 0 (e, neste caso, p = 0) ou o coeficiente 
do termo de maior grau de pq é positivo ou o coeficiente do termo de 


pto = 0 ou p(t) c Pou PU cp 
q(t) q( 


) q(t) 


l . t 
maior grau de pq é negativo. Logo, ou i 


Exemplo 3.3 O corpo Z2 não é ordenado, pois 1+1 = 0, e num corpo 
ordenado 1 é positivo e a soma 1 + 1 de dois elementos positivos é um 


elemento positivo. 


Exemplo 3.4 O corpo Q(i) não é ordenado, pois i? = —1, e num corpo 
ordenado —1 é negativo e o quadrado de qualquer elemento diferente de 


zero é positivo. 


Definição 3.1 Num corpo ordenado K, dizemos que x é menor do que 
y, € escrevemos x < y, se y — x € P, ou seja, y = x +z, z € P. Podemos, 
também, dizer que y é maior do que x e escrever y > x. 


Observacáo 3.1 


e Em particular, x > 0 se, e só se, x € P e x < 0 sẹ, e só se, —x € P, ou 
seja, x € —P. 
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e Se x € P e y € —P, tem-se x > y, pois x + (—y) € P. 


Proposição 3.1 A relação de ordem x < y num corpo ordenado satis- 
faz as seguintes propriedades: 


(1) Transitividade: x < y e y < z => x< Z; 


(2) Tricotomia: dados x,y € K, ocorre exatamente uma das seguintes 
alternativas: 
0Ux=Uy, 0UxX<uy, 0Uy <x. 


(3) Monotonicidade da adição: Sex < y, então x +z < y + z para todo 
z E K. 


(4) Monotonicidade da multiplicação: Se x < y, então xz < yz para 
todo z > 0, € xz > yz para todo z < 0. 


Prova. 
(1)Sex<yey<z então y —x € Pez—y €P. Logo, (y —x) + [z-—y) = 
z— x € P, ou seja, x < z. 


(2) Dados x,y € K, ocorre exatamente uma das seguintes alternativas: 
ouy-—x=0, ouy-xe€P, ouy-—-xe-P, 
ou seja, 
0Ux=y, OUX<U, ouy <x. 
(3) Se x < y então y — x € P. Logo, (y +z) — (x+z) =y — x € P, ou seja 
x+z< y +z, para todo z € K. 


(4) Se x < y ez > 0, então y —x € P e z € P. Logo, (y —x)z =yz—xz € P, 
ou seja xz < yz. Se, porém, x < y ez < 0, então y — x € P e =z € P, 
donde (y — x)(-z) = xz — yz € P, ou seja, xz > yz. 


e Em particular, x < y é equivalente a —x > —y, pois (—1)x > (—1)y,ou 
seja, —x > —y, já que —1 € —P, ou seja —1 < 0. 


eSex<x'ey<y'entáo x+y<x'+vy. 


De fato, por (3), sex < x’, então x+y < x' +y, e se y < y”, então 
x' +y <x’ +y’. Logo, por (1), x+y < x' +y’. 


eSe0<x<x'e0<y<y', então xy < x'y’. 


De fato, por (4), x-y <x'y e x'y < x'y’, e por (1), xy < x'y”. 
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esex>0ey<o0,então xy < 0. 
De fato, como x € Pe —y € P, temos x(—y) = —(xy) € P, ou seja, xy < 0. 


eSex>0entãox! >0,poisxx! =1>0. 


e Se x > 0 e y > 0, então Ž > 0, pois =xy ley” = 0. 
O 1 
AAA O a 


E 1 
De fato, comoy-x>0exy>0,entãox! -y! = = >0, 
x Y xy 


ouseja,x!'>y!.m 


Definição 3.2 Num corpo ordenado, dizemos que x é menor ou igual a 
y, € escrevemos x < y, Se x < y OU x = y, Ou seja, y — x € PU {0}. Os 
elementos do conjunto PU{0} = (x € K|x > 0) chamam-se náo-negativos. 


e Dados x,y € K, tem-se x = y Sẹ, e€ SÓ Se, x [Sy ey <x. 

e Com exceção da tricotomia, que é substituída pelas propriedades: 
Reflexiva: x < x, 
Anti-simétrica: x < y € y < x <= x=y, 


todas as outras propriedades acima demonstradas para a relação x < y 
são válidas, também, para a relação x < y. 


e Num corpo ordenado K, 0 < 1, logo 1<1+1<1+1+1<...,eo 
subconjunto de K formado por estes elementos é infinito, e se identifica 


de maneira natural ao conjunto N dos números naturais. 


Indiquemos por 1º o elemento neutro da multiplicação de K e defina- 


mos por indução a função f : N — K, pondo 
f(D)=W e fin+D)=f(m+1. 


Por indução, podemos verificar que f(m +n) = f(m) + f(n) e que se 
m < n então f(m) < f(n). De fato: 
e Seja m € N e seja X = {n E€ N| f(m +n) = f(m) + f(n)). 

Assim, 1 € X e se n € X, então 


tim + (np = f((m+n)+1)=flm+n) +1 
f(m) + f(n) +1 =f(m) +f(n+1). 
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Exercício 4: Verifique que 
f(mn) =f(m)f(n), Ym n eN. 


Exercício 5: Verifique que se 
mn € N'e m-n > 0 então 
m-—nenN”'. 


Exercício 6: Verifique que xy € 
Z’ quaisquer que sejam x,y € 
Dio 
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ou seja, n + 1 € X. Logo, X =N. 
e Seja Y = {n € N| f(n) € P}. Então: 
o 1€Y,poisf(1)=1'€P, 
o seneY, então n + 1 € Y, pois fín+1) =f(n)+1'€P. 
Logo, Y =N. 


Temos, assim, que se m < n entáo f(m) < f(n), pois, como existe 
p € N tal que n = m + p, segue-se que f(n) = f(m) + f(p), ou seja, 
f(n) —f(m) =f(p) € P. 


Portanto, f : N — f(N) = Nº c K é uma bijeção, onde N’ é o 


subconjunto de K formado pelos elementos 1',1"+1' 1/+1'+1',... que 
preserva a soma, o produto e a relação de ordem. Podemos, então, iden- 


tificar N’ com N e considerar N contido em K, voltando a escrever 1, em 
vez de 1'. 


Em particular, um corpo ordenado K é infinito e tem característica 
zero, ou seja, 1+1+1+...+1 400 qualquer que seja o número de 
parcelas 1. 


Considere o conjunto Z’ = NU(OJU (—N), onde —N = (-n|n € N}. 


Então, Z’ é um subgrupo abeliano de K com respeito a operação de 
adição. 

De fato, 0 € Z’ e se x € Z' então —x € Z’. Resta verificar que se 
xy € Z' então x+y E€ Z’. 


e Se x,y € N então x+y ENC Z. 


e Se x,y € —N então (—x)+(—y) = —(x+y) € N, ou seja, x+y e -N C Z'. 


e Se x € N e y € —N então, fazendo y = —z, com z € N, temos que, ou 
xtyu=x-z=0€Z7,ouxty=x-z>b0€e, portanto, x+y € N, ou 
x+y =x-—z< 0e, portanto, x+y € —N. 


e Se x € NU{0}U (N) e y = 0 então x+y =x € Z. 


Podemos, assim, identificar Z’ com o grupo Z dos números inteiros. 


Seja, agora, Q' = ( A | meZene ze). Então, Q' é um subcorpo 


de K, pois: 
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o 0,1€Q*, 


m ~ m -m 
o se —€Q'entáo —— = — e€ Q’. 
n n n 


m a n 
o se— e Q” então — e Q”. 
n m 


m m’ -m mw 
o se —,— €Q então — + — € Q”. De fato, como 
n n n n 


f 1 $ $ 
m m mnn m nn 
nn ( + )- + =mn'+m'n, 
n 


n’ n n’ 
temos que 
1 t 1 
m m mn +m n 
+ = EQ’, 
n n’ nn’ 


pois, como já vimos, mn’ + m'n € Ze nn’ € Z*. 


e Q' é o menor subcorpo de K. 


Com efeito, todo subcorpo de K deve conter pelo menos 0 e 1; por 


adições sucessivas de 1, todo subcorpo de K deve conter N; tomando os 
simétricos, deve conter Z e por divisões em Z, deve conter o conjunto das 


m m 
frações ME ZeneZz”. 


Este menor subcorpo de K se identifica, de maneira natural, com o 
corpo Q dos números racionais. 


Assim, dado um corpo ordenado K, podemos considerar, de modo 
natural, as inclusões 


NcZcQCk. 


Exemplo 3.5 O corpo ordenado Q(t) contém todas as frações do tipo 


E onde p e q são polinômios constantes, inteiros, com q £ 0. Logo, 


Q C Q(t). 


Proposição 3.2 (Desigualdade de Bernoulli) 


Seja K um corpo ordenado e seja x € K. Sen € N ex > —1 então 


(1+x) > 1+nx 


Prova. 
Faremos a demonstração por indução em n. 


Johann Bernoulli 
(1667-1748) Suíça. 
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Exercício 7: Mostre que se n € 
N, n > 1, x > —1 e x Æ 0, então 
a desigualdade de Bernoulli é es- 
trita, isto é, 

(1 +x)" >1+nx. 
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Para n = 1 a desigualdade é óbvia. 


Se (1 +x)” > 1+ nx, então 


eg = (14x0 +x) > (1 +nx)(1+x) 
= l+nx+x+nx=1+(n+1)x + nx? 
> l+(n+1)x. 


Observação 3.2 (Sobre a Boa Ordenação) 


Existem conjuntos não-vazios de números inteiros que não possuem um 
menor elemento. 


Exemplo 3.6 O conjunto Z não possui um menor elemento. 


De fato, dado no € Z, temos que no— 1 € Z e no— 1 < no, pois no — (no — 
1)=1>0. 


Exemplo 3.7 O conjunto A = {2n |n € Z} dos inteiros pares não possui 
um menor elemento. 


De fato, dado 2ny € A,2no—-2=2(no—-1)c A e 2(nọ — 1) < 2no. 


Exemplo 3.8 Se X c N é um conjunto infinito de números naturais, 
então —X = (-n|n € X} é um conjunto não-vazio de números inteiros 
que não possui um menor elemento. 


Com efeito, suponha que existe no € X tal que —ny < —n para todo n E X. 
Então, no > n para todo n € X, o que é absurdo, pois, como X é infinito, 


X não é limitado superiormente. 


Mas, se um conjunto não-vazio X C Z é limitado inferiormente, então 
X possui um menor elemento. 


Seja a € Z tal que a < x para todo x € X. Então, x— a > 0 para todo 
x € X, ou seja x — a € N para todo x € X. 


Seja A =((x — a) |x € X} 


Como A c N, temos, pelo Princípio da Boa Ordenação, que existe 
no E A tal que ny < x— a para todo x € X. 
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Seja xo € X tal que no = xo— a. Então, xy — a < x— a para todo 
xEX. 


Logo, xo < x para todo x € X. 


4. Intervalos 


Num corpo ordenado, existe a importante noção de intervalo. 


e Intervalos limitados: Dados a,b € K, a < b, definimos os intervalos 
limitados de extremos a e b como sendo os conjuntos: 


o Intervalo fechado: [a,b] = (xe K| a < x < b}; 


o Intervalo fechado à esquerda: [a, b) = (xe K|a<x< b}; 


o Intervalo fechado à direita: (a, b] = (x € K|a <x < b}; 


o Intervalo aberto: (a,b) =[(x € K|a <x< b}; 


e Intervalos ilimitados: Dado a e K, definimos os intervalos ilimitados 
de origem a como sendo os conjuntos: 


o Semi-reta esquerda fechada de origem a: (—oo, a] = (xe K|x < a); 


o Semi-reta esquerda aberta de origem a: (—oo, a) = (xe K|x < aj; 


o Semi-reta direita fechada de origem a: [a, +00) = (xe K| a < x}; 


o Semi-reta direita aberta de origem a: (a, +00) = (xe K] a < x}; 


o (—00, +00) = K, este intervalo pode ser considerado aberto ou fechado. 
Observação 4.1 Ao considerar o intervalo fechado [a, b] é conveniente 
admitir o caso a = b em que o intervalo [a, a] consiste apenas do único 


ponto a. Tal intervalo chama-se intervalo degenerado. 


Observação 4.2 Todo intervalo não-degenerado é um conjunto infinito. 


Com efeito, se a,b € K e a < b então a < so < b, pois 


a+b b-a a+b b-a 
y 0s en 6 b=52=>=2>0. 


a +Xn 
2 


b . l E 
Faça xı = E, e defina por indução, x. +1 = 
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Então, a < ... < Xn+1 < Xn S < X2 < X1 < b. 


Como a função q : N — ọ(N) c (a, b), dada por i — x;, é uma bijecáo, 
(N) é um conjunto infinito enumerável. 


e. AR pn —at}tı m -—_atb 
T, Ds L= t= 
Cs. 
a b 
Fig. 1: Construção da sequência x1 ,X2,...,Xn,.... 


Definição 4.1 Num corpo ordenado K, definimos o valor absoluto ou 
módulo de um elemento x € K, designado |x|, como sendo x, sex > 0, e 


—x, se x < 0. Assim, 
Ka sex>0 
bx =3 0, sex=0 


—x, Ssex<0 


Observacáo 4.3 Tem-se 
x| = maxix, =x}, 


e, portanto, |x| > x e |x| > —x, ou seja, —|x| < x < [xl]. 


Proposição 4.1 Seja K um corpo ordenado e a,x € K. As seguintes 
afirmações são equivalentes: 


(1)—a<x<a; 


(2)x<ae —x<a; 


(3) lx] < a. 
Prova. 
Temos que 
=a<x<a => —a<x e x<a 
> 4a>-xe0a>x 
<= a> max[—x, x) = lx]. 
E] 


Corolário 4.1 Dados a, b,x e K, tem-se 
x—al<b se, esóse, a-b<x<a+-+b. 
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Prova. 
Defato,x-al<bse,esóse,-b<x-a<b,ousejaa-b<x<a+b 
(somando a). y 


Observacáo 4.4 Todas as afirmacóes da proposicáo e do seu corolário 
sáo verdadeiras com < em vez de <. 


Em particular, 
x€ (a—e,a+e) => a-e<x<at+e => ix—al<e. 


Assim, o intervalo aberto (a — e, a + e), de centro a e raio e, é formado 


pelos pontos x € K cuja distância, |x — al, de a é menor do que e. 


Proposição 4.2 Para elementos arbitrários de um corpo ordenado K, 
valem as relações: 


(1) [lx + yl < lx] + lul ; 
(2) lx - yl = Ixl- lul ; 
(3 


mao? 


xl — [yl < | |xl — [yl] < lx —yl; 


(4) lx — yl < Ix—z] + Iz—uyl. 


Prova. 
(1) Como -|x| < x < |x| e —[yl < y < |yl, temos que 
—(ix| + iyl) < x+y < Ixl + lyl. 


Logo, |x + yl < |x| + yl. 


(2) Seja qual for x € K, |x|? = x?, pois se |x| = x, então |x|? = x?, e se 
Ix| = —x, também |x|? = (—x)? = x?. Logo, 

[xy]? = (xy)? = x2y? = [xl ly}? = (Ixl tul)”. 
Então, |xy| = +l|x| ly]. Como |xy| > 0 e |x| |y| > 0, temos que |xy| = Ixl lyl. 
(3) Por (1), x| = Ix — y + yl < Ix — yl + tyl, ou seja, |x — y| > [xl — (yl. 
De modo análogo, ly — x| > lyl — Ixl. 


Como [y — x| = |x — yl, temos que —|x — y| < |x| — lyl. 
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Na figura ao lado, representa- 
mos os elementos do conjunto em 
questão, no caso, a,x € (a — 
e, A+ £), por um ponto cheio. Os 
pontos sem preenchimento repre- 
sentam pontos que não perten- 
cem ao conjunto em questão. 
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Assim, 
== < Ixl — yl < Ix ul. 
Logo, pela proposição 4.1, 
[xl — yl] < x — yl. 
A outra desigualdade, |x| — lyl < ||x| — ly|| segue da definição de valor 


absoluto. 


(4) Por (1), x-ul=|x-z+z-y<ix-z+Iz—-ul. y 


Definição 4.2 Seja X um subconjunto de um corpo ordenado K. 


e X é limitado superiormente quando existe b € K tal que x < b para todo 
x € X, ou seja X C (—oo,b]. Cada b com esta propriedade é uma cota 
superior de X. 


e X é limitado inferiormente quando existe a e K tal que x > a para todo 
x € X, ou seja, X C [a, +00). Cada a com esta propriedade é uma cota 
inferior de X. 


e X é limitado quando é limitado superior e inferiormente, ou seja, quando 


existem a,b € K, a < b, tais que X c [a,b]. 


Exemplo 4.1 No corpo Q dos números racionais, o conjunto N dos 
números naturais é limitado inferiormente, pois N c [l, +00), mas não 
é limitado superiormente. 


De fato, se A € Q, então |p|+leNelpl+1> A pois 


p _lplq+q-p 
pl +1 = 
tá q 


q 


(pla +aq=p)Ja = pla? + q? — pq = [pl lql? + Ig? — pq 
pl lal + Ig? — pq > lq? > 1>0. 


IV 


Exemplo 4.2 No corpo Q(t) das frações racionais, o conjunto N dos 
números naturais é limitado inferior e superiormente, pois N c [0, +00) e 
n < t para todo n € N, já que o coeficiente do termo de maior grau de 


tr-nél>0 
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Teorema 4.1 Num corpo ordenado K, as seguintes afirmações são equi- 
valentes: 


(a) N c K é ilimitado superiormente; 


(b) dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal que na > b. 


(c) dado a > 0 emK, existe n € N tal que 0 < n <a. 


Prova. 


(a)=>(b) Como N é ilimitado superiormente, dados a,b € K, com a > 0, 
existe n € N tal que n > z Logo, na >a- 2 =b: 


(b)=>(c) Dado a > 0, existe, por (b), n € N tal que na > 1. Então 


1 
0<-<a. 
n 


(c)=>(a) Seja b € K. Se b < 0, então b < 1 e, portanto, b não é cota 
superior de N. 


1 


Se b > 0, existe, por (c), n € N tal que 0 < 2 S Logo, b < n e não é, 


portanto, uma cota superior de N. yy 


Definição 4.3 Dizemos que um corpo ordenado K é arquimediano se 


N c K é ilimitado superiormente. 


Exemplo 4.3 O corpo Q dos números racionais é arquimediano, mas o 
corpo Q(t), com a ordem introduzida no exemplo 3.2, não é arquimediano. 


5. Números reais 


Definição 5.1 Seja K um corpo ordenado e X c K um subconjunto 


limitado superiormente. Um elemento b € K chama-se supremo de X 


quando b é a menor das cotas superiores de X em K. 


Assim, b € K é o supremo de X se, e só se, b satisfaz as duas 
condições abaixo: 
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S2’: Dado c € 


Observacáo 5.1 


De fato, sebeb'e 


Observacáo 5.2 


condições abaixo: 


A condição 12 
12”: Dado ce! 


Observação 5.3 
será denotado por i 


Observação 5.4 


elemento. 


Exemplo 5.1 


Definição 5.2 Um elemento a € K é o ínfimo de um subconjunto Y C ] 


S1: b > x para todo x € X. 
S2: Se c € K é tal que c > x para todo x € X, então c > b. 


A condição S2 é equivalente à condição: 


K, c < b, existe x € K tal que x > c. 


O supremo de um conjunto, quando existe, é único. 


m K cumprem as condições S1 e S2, então, b < b' e 


b’ < b, ou seja, b' = b. 


O supremo de um conjunto X será denotado por sup X. 


O conjunto vazio 2 não possui supremo em K, pois 


todo elemento de K é uma cota superior do conjunto vazio e K não possui 
um menor elemento. 


A 


limitado inferiormente quando a é a maior das cotas inferiores de Y. 


Assim, a e K é o ínfimo de Y se, e só se, a satisfaz as duas 


l1: a < y para todo y € Y. 


12: Se c € K étal que c < y para todo y € Y, então c < a. 


é equivalente à condição: 


K, c > a, existe y € Y tal que y < c. 


O ínfimo de um conjunto X, quando existe, é único, e 
nf X 


O conjunto 2 não possui ínfimo em K, pois todo ele- 


mento de K é uma cota inferior do conjunto vazio e K não possui um maior 


e Se X C K possui um elemento máximo b € X, então b = sup X. De fato: 
(1) b > x para todo x € X. 


(2) Se c > x para todo x € X, então c > b, pois a € X. 
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e Se X C K possui um elemento mínimo a € X, então a = inf X. De fato: 
(1) a < x para todo x € X. 
(2) Se c < x para todo x € X, então c < a, pois a € X. 


e Se b = sup X € X, então sup X é o maior elemento de X, pois b > x para 
todoxe XebexX. 


e Se a = inf X € X, então inf X é o menor elemento de X, pois a < x para 
todoxeXeacx. 


Em particular, se 
o X é finito, então o sup X e o inf X existem e pertencem a X. 
o X= [a,b], então supX =b e inf X = a. 


o X= (—oo, b], então sup X = b. 


o X=[a,+oo), então infX = a. 


Exemplo 5.2 Se X = (a,b), então inf X = a e supX = b. 


Com efeito, b é uma cota superior de X. Seja c < b em K. Sec <a, 


. b b E 
existe x = e € X, por exemplo, tal que c < T. Se a < c < b, então 


c+b c+b 
EXec< —— 


3 q Assim, b = sup X. 


De modo análogo, podemos provar que a = inf X. 


Observe que, neste exemplo, sup X ¢ X e inf X g X. 


Exemplo 5.3 Seja Y c Q o conjunto das frações do tipo a nen. 
Então, sup Y = 5 e infY =0. 

1 1 1 1, . 
e Como 3 € Ye ms para todo n > 1, n € N, temos que > é O maior 
elemento de Y e, portanto, o supremo de Y. 
e Sendo = > 0 para todo n € N, 0 é cota inferior de Y. 
Seja b > 0 em Q. Como Q é um corpo arquimediano, existe no € N tal 


que no > 71. Logo, no + 1 as 


Pela desigualdade de Bernoulli, temos que 
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2% = (1+1) >1+n> +, 


ou seja, b > Es Assim, O = infX. 
270 


Mostraremos, agora, que alguns conjuntos limitados de números ra- 
cionais não possuem ínfimo ou supremo em Q. 


Lema 5.1 (Pitágoras) 


Não existe um número racional cujo quadrado seja igual a 2. 


Prova. 
Suponhamos, por absurdo, que existe a € Q tal que 


ou seja p? = 2q?. 


O fator 2 aparece um número par de vezes na decomposição de p? e de 
q? em fatores primos. 


Como p? possui um número par de fatores iguais a 2 e 2q? possui um 
número ímpar de fatores iguais a 2, chegamos a uma contradição. y 


Exemplo 5.4 Sejam 
X=(x€Q|x>0ex*<2) e Y=(xeQliy>0ey?>2). 


Como X c [0,2], pois x > 2 implica que x? > 4, X é um subconjunto 
limitado. 


Sendo Y c [0,-+o0), Y é limitado inferiormente. 


Mostraremos que X não possui um supremo em Q e que Y não possui um 
ínfimo em Q. 


(1) O conjunto X não possui elemento máximo. 


1+2b 


Seja b € X, ou seja b > 0 e b? < 2. Como > 0 e Q é arquimediano, 


existe n € N tal TEM ali 
de Tao 


Faça r= L. Entao0<r<le 
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(b+r)? = b?+2rb4+1r?<b?+2rb+r 
= b?+(2b+1)r < b + (2b +1) 
= PAD 


2— b2 
2b+1 


Logo, b+reXeb+r >b. Assim, dado b € X existe b + r € X tal que 
b +r > b.Logo, X não possui maior elemento. 


(2) O conjunto Y não possui elemento mínimo. 


Seja b e Y, ou seja, b > 0 e b? > 2. Sendo Q arquimediano e b? — 2 > 0, 
existe n € N tal que 


depa la Ena 
on 2b ` 
Logo, 
(b — 1)? = b? — 2br + r? > b? — 2br > b? — b? +2 = 2 
e 
b? —2 b 1_ b 1 
b-r>b E = to Sep 


ouseja,b-reYeb-r<b. Assim, X não possui menor elemento. 

(3) Sex € Xe y € Y, então x < y. 

De fato, x? < 2 < y? => x? < y? => y? — x? > 0 — (y — x)ly +x) > 

0 = y — x > 0, ou seja, y > x, pois y + x > 0. 

e Usando (1), (2) e (3) vamos provar que não existem sup X e inf Y em Q. 
o Suponhamos, primeiro, que existe a = sup X, a € Q. Então, a > 0 


e a? > 2, pois se a? < 2, a pertenceria a X e seria seu maior elemento. 


Se a? > 2, então a € Y. Como a não é o menor elemento de Y, existe 
b € Y tal que b < a. Por (3), x < b < a para todo x € X, o que contradiz 
ser a =supX. 


Assim, se existir a = sup X, a? = 2 e a € Q, o que é absurdo pelo Lema 
de Pitágoras. 

o Suponhamos, agora, que existe b = inf Y, b € Q. Então, b > 0, 
pois y > 0e y? > 2 > 1 para todo y e Y, ou seja, y > 1 para todo y e Y. 


Se b?>2eb>0,b € Y e seria o seu menor elemento, o que é absurdo 
por (2). 
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Logo, b? < 2. Se b? < 2, então b e X. Como b não é o maior elemento de 
X, existe a € X tal que b < a. Por (3), b < a < y para todo y € Y, o que 
contradiz ser b = inf Y. 


Assim, b? = 2 e b € Q, o que é absurdo pelo Lema de Pitágoras. 


Observacáo 5.5 Estes argumentos mostram que se existir um corpo 


ordenado K no qual todo subconjunto náo-vazio limitado superiormente 
possui supremo, existirá neste corpo um elemento a > 0 tal que a? = 2. 


De fato, K, sendo ordenado, contém Q e, portanto, contém o conjunto 


X, que é limitado superiormente. Então, existirá a = supX em K, cujo 
quadrado deverá ser igual a 2. 


Exemplo 5.5 Seja K um corpo ordenado não arquimediano. 


Então, N c K é limitado superiormente, mas não possui supremo. 


De fato, seja b € K uma cota superior de N. Então, n + 1 < b para todo 
n € N. Logo, n < b—1 para todo n € N, ou seja, b— 1 é uma cota superior 
de N menor do que b. 


Definição 5.3 Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo 


subconjunto de K não-vazio e limitado superiormente possui supremo em 
K. 


Observação 5.6 Num corpo ordenado K completo, todo subconjunto 
Y c K não-vazio limitado inferiormente possui ínfimo em K. 


De fato, considere X = —Y = [—y ly € Y). Seja b € K uma cota inferior de 
Y, ou seja, b < y para todo y € Y. Então, —b > —y para todo y € Y, ou 
seja, —b é uma cota superior de X e, portanto, X é limitado superiormente. 


Sendo K completo, existe a = sup X. 
Vamos mostrar que —a = inf Y: 
o aÈ —y para todo y € Y => —a < y para todo y € Y. 
o Sec < y para todo y e Y, então —c > —y para todo y € Y. Logo, 


a < —c, ou seja, c < —a. 


Observacáo 5.7 Pelo exemplo 5.5, temos que todo corpo ordenado 
completo é arquimediano. 
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Exemplo 5.6 


e Q não é completo, pois o conjunto X = (x|x > 0 e x? < 2) c Q náo-vazio 
e limitado superiormente não possui supremo em Q. 


e Q(t) não é completo, pois Q(t) não é arquimediano. 


Enunciaremos, agora, o axioma fundamental da Análise Matemática. 


Axioma: Existe um corpo ordenado completo, R, chamado o corpo 
dos números reais. 


Observação 5.8 Existe em R um número positivo a tal que a? = 2, que 


é representado pelo símbolo v2, e é único. 


De fato, se b > 0 em R e b? = 2, então 
a? — b? = 0 =— (a — b)(a + b) = 0 = a = b ou a = —b. 


Logo, a = b, pois a >0e b>0. 


Além disto, a € R — Q. 


Definição 5.4 O conjunto 1I = R — Q é o conjunto dos números irracio- 


nais. 


Exemplo 5.7 y2 e 


Exemplo 5.8 Dados a > 0em Ren E N,n > 2, existe um único 
número real b > O tal que b” = a. O número b chama-se raiz n—ésima 
de a e é representado pelo símbolo ya. 


Consideremos os conjuntos: 
X=(xeR|ix>0ex"<a e Y=(veR|y>0evy”">al 


O conjunto Y é limitado inferiormente pelo zero. 
O conjunto X não é vazio, pois O € X, e é limitado superiormente. De fato: 


e se a < 1, então 1 é cota superior de X, pois se z > 1, tem-se que 
z">1>a,ouseja, z ¢ X. Logo, X c [0,1]. 


e se a > 1, então a” > a para todo n > 2. Logo, se z > a, tem-se 
z" > a” > a, ouseja, z Z X. Assim, X C [0, a). 


Como R é completo, existe b = sup X. Vamos provar que b" = a. 
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(1) X não possui elemento máximo. 
Dado x € X, mostremos que existe d > O tal que (x + d)“ < a, ou seja, 
x+deXxex+d>x. 
Afirmacáo: Dado x > 0 existe, para cada n, um número real positivo A,, 
que depende de x, tal que (x + d)" < x” + And seja qual for 0 < d < 1. 
Vamos provar esta afirmacáo por inducáo em n. 
Paran = 1, basta tomar A; = 1. Supondo verdadeiro para n, temos que 
(x+art = (x+d)(x+d)<(x"+and)(x+ d) 
xl + Andx + dx" + And? 
= xH4 (Anax +x” + And)d 
x+H + (Anax +x” + An)d, 


< 


já que 0 < d< 1. Tomando Ap, = Anx + x" + An, temos que 
(x+ dt < x+ + Ad. 


Dado x € X, isto é, x > 0 e x" < a, tome d € R tal que 
: a=x" 
0<d<mind1, A, i 


(x+ d)" < x" + And < x” + Rta TI =q, 


Então, 


ou seja, x+ d € X e x + d > x, o que prova que X não possui elemento 
máximo. 


(2) O conjunto Y não possui elemento mínimo. 


Seja y € Y. Mostremos que existe d € R tal que 0 < d < y e (y — d)" > a, 


ou seja, y-deYey-d<y. 
z d : d 
Seja0 < d< y. Enea 1 e e OSEA — A 


Pela desigualdade de Bernoulli, temos 


ay” d 
-dr=yr[i-=2) >y"[1-n=]) =y"-—ndy””. 
w-ar=y (1-2) zur Ja y 


"= A 
— p» teremos que 
ny 


Se tomarmos 0 < d < min fy, 
n (Y"a) 


(y — d)" > y” — ndy™'! > y” — ny TE 


=y4"—y"+a=a, 
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ou seja, y — d > 0e (y- d)" > a. 
(3) Sex € Xey € Y então x < y. 


De fato, como x” < a < y”, x > 0 e y > 0, temos que x < y, pois x" < y” 
e, portanto, 

y? — x? = (y =x) y! +y? +... +yx +) >0. 
Como 

vt o o 

temos que y — x > 0, ou seja, x < y. 
Vamos provar, agora, usando (1), (2) e (3), que se b = supX, entáo 
p=; 


z 


Se b” < a, temos que b € X, o que é absurdo, pois 
b = supX e, portanto, o elemento máximo de X, o que contradiz (1). 


Se b” > a, então b € Y, pois b > 0. 


Como, por (2), Y não possui um elemento mínimo, existe c € Y tal que 
c< b. 


Por (3), x < c < b para todo x € X, ou seja, c é uma cota superior de X 


menor do que b = sup X, o que é absurdo. Logo, b” = a. 


Observação 5.9 Dadon e N, a função f : [0, +00) — [0, +00) definida 
por f(x) = x” é sobrejetiva, pois, pelo que acabamos de ver, para todo 
a > 0 existe b > 0 tal que b” = a, e é injetiva, pois se 0 < x < y, então, 
pela monotonicidade da multiplicação, O < x” < y”. 

Logo, f é uma bijeção de [0,+00) sobre si mesmo, e sua inversa 
f~! : [0, +00) — [0, +00) é dada por y — yy, a única raiz n—ésima 
náo-negativa de y. 


Observação 5.10 (Generalização do Lema de Pitágoras) 


Dado n € N. Se um número natural m não possui uma raiz n—ésima 
natural, também não possui uma raiz n—ésima racional. 


n 
De fato, sejam p, q números naturais primos entre si tais que (E) =m. 


Então, p" = m q”. 


Exercício 8: Prove que 
y” =x" = (y =x) (y! +y"? 
+... Hy? x!) , 
quaisquer que sejam x,y € Re 
nen. 


Exercício 9: Mostrar que Y 4 Y 
eb” = a, onde b = inf Y. 


Exercício 10: Mostrar que existe 
um único b > 0 em R tal que 
b” = a (ver observação 5.9). 
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Como p” e q” são primos entre si e q” divide p”, temos que q = 1, ou 


seja, E € N, o que é absurdo. 


Então, dados m,n € N, se Ym g N então Ym € I = R — Q, ou seja, ym 
é um número irracional. 


Exemplo 5.9 


e 2 € I, pois 1? = 1 e 2? = 4 > 2, ou seja, v2 g N. 


e V3 € I, pois 13 = 1 e 23 = 8 > 3, ou seja, V3 E N. 


e V6 € I, pois 1° = 1 e 23 = 8 > 6, ou seja, V6 E N. 


Mostraremos, agora, que os números irracionais se acham espa- 
lhados por toda parte entre os números reais e que há mais números 
irracionais do que racionais. 


Definição 5.5 Um conjunto X c R chama-se denso em R quando todo 


intervalo aberto (a, b) contém algum ponto de X. 


Exemplo 5.10 O conjunto X = R — Z é denso em R. 


De fato, seja (a,b), a < b, um intervalo aberto de R. Então, existe ny € Z 


tal que ny < a e existe mo € Z, mo > b. Logo, 
(a,b) AZ C (no, ... no + (mo — No)), 


que é um conjunto finito. 


Como já provamos que (a, b) é um conjunto infinito, temos que o conjunto 


(a,b) N (R — Z) é, também, infinito e, em particular, é não-vazio. 


Teorema 5.1 O conjunto Q dos números racionais e o conjunto R — Q 


dos números irracionais são densos em R. 


Prova. 


Seja (a,b), a < b, um intervalo aberto qualquer em R. 


Afirmativa 1: Existe um número racional em (a, b). 


Como b — a > 0, existe p € N tal que Ż < b— a. 


sejaA=(mez|" >b), 
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Como R é arquimediano, A é um conjunto não-vazio de números inteiros, 


limitado inferiormente por pb € R, e, portanto limitado inferiormente por 


um número inteiro. 
Então, pelo Princípio de Boa Ordenação (ver pag. 42), existe mo € A tal 
que mo < m para todo m € A. 


mo — 1 


Logo, como mo — 1 < mo, temos que my — 1 Z A, OU Seja, < b. 


mo — 1 


Temos, também, que a < < b, pois, caso contrário, 


; m mo-— | 1 e 
o que acarretaria b — a < o E =z» uma contradição. 


— 1 : — 1 
Logo, a < e < b, ou seja, E € (a,b) OQ. 


Afirmativa 2: Existe um número irracional em (a, b). 
Vamos considerar primeiro o caso em que 0 ¢ (a,b), ou seja, 0< a < b 
oua<b<o. 


Seja p € N tal que $ < oA dy seja, Z cv-a. 


v2 


Seja a= {mez | ME >v}. 


Como R é arquimediano, A é não-vazio, limitado inferiormente por 


z € R. Então, existe my € A tal que my < m para todo m € A. Sendo 
mo — 1 < mo, mo — 1 Z A, ou seja, vemo) <b. 
Além disso, vamo N > a, pois, caso contrário, 
v2 (mo —1) <a<b< v2 mo 
y y 
Entáo, b= a < d o que é absurdo. Assim a < V2tmo t <be 


mo — 1 Æ 0, pois 0 g (a, b). 
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Logo, E(R—Q)N(a,b). 


v2(mo — 1) 
p 


e Suponhamos, agora, que O € (a,b). Neste caso, basta tomar p € N tal 


1 b ; 2 
que 1 <P, ou seja, Y? < v. 


v2 
v2 WO ad 


SM MS Quais El 


R—Q)N (a,b). y 


Teorema 5.2 (Princípio dos Intervalos Encaixados) 


Sejalh > 12 >... > Ih > ... uma seqúéncia decrescente de intervalos 


In = lan, ba] limitados e fechados. 


Então a interseção N In não é vazia. Mais precisamente, 


neN 
[p= tool; 


neN 


onde a = sup a, € b = inf bn. 


Prova. 
Para cada n € N, an < aum < bnp < bn, pois Iny = lany, bnp] E 
[an, bn] = In. Segue-se, então, que 
a44<4,<...<a,<...<b,.<...<b2<b;, 


pois an < bm quaisquer que sejam m,n e N. 


De fato, se m = n, a, < bn. Sen < m, a, < am < bm esen > m, 
an < bn < bm. 


Sejam A =(anlne N} e B = {b a|n € N}. Então A e B são subconjuntos 


limitados de R, já que: a; é uma cota inferior e bm é uma cota superior de 


A, para todo m € N; e b; é uma cota superior e am é uma cota inferior de 
B, para todo m e N. 


Sejam a = sup A e b = inf B. 


Como, para todo m € N, bm é uma cota superior de A e am é uma cota 
inferior de B, temos a < bm e b > am. 


Logo, como a < b,, para todo m € N, temos a < b. 


Então, [a,b] C In, pois an < a < b < b,,, para todo n € N. 
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Portanto, [a,b] € (Y In. 


neN 
Precisamos ainda provar que A In C [a,b]. Suponhamos que existe 


neN 
x < a tal que x € In para todo n e N. 


Sendo x > a, para todo n € N, x é cota superior de A e, portanto, x > a, 
o que é uma contradicáo. 


De modo análogo, suponhamos que existe y > b tal que y € In para todo 
n € N. Como y < b,, para todo n € N, y é uma cota inferior de B. Logo, 
b > y, o qual é absurdo. 


Temos, então, que [a,b] = [) In. y 


neN 


Teorema 5.3 O conjunto R dos números reais náo é enumerável. 


Prova. 
Precisamos, antes, provar a seguinte: 


Afirmação: Dados um intervalo limitado e fechado I = [a, b], a < b, e um 
número real xo, existe um intervalo limitado e fechado J = [c,d], c < d, tal 
queJclexo g). 


De fato: 
e Se xo E I, tome J = I. 


e suponha que xo € I. Se 


o Xpy=a, tome J = Eur 
o xo =b, tome J = [a, 2); 
o a < xo < b, tome J = a, 2]. 
e Seja X = [x4,...,Xn,-. .} um subconjunto enumerável de R. 


Vamos mostrar que existe x e R tal que x ¢ X. 


Seja 1, um intervalo limitado, fechado e não-degenerado tal que x; g 1. 


Supondo que é possível obter intervalos I; > Iz > ... > I, limitados, 
fechados e não-degenerados com x; ¢ l; para todo i = 1,...,n, podemos 
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obter um intervalo Ii; limitado, fechado e não-degenerado tal que Inn C 


In O Xn+1 g Irii: 


Isto nos fornece uma sequência decrescente Iı D l D... D Ih >... de 


intervalos fechados e limitados. Pelo teorema anterior, existe x € In para 
todo n e N. 


Como xn £ In, para todo n € N, temos que x % xn para todo n E N. 


Logo x € R — X, ou seja, R não é enumerável. g 


Corolário 5.1 Todo intervalo não-degenerado de números reais é não- 
enumerável. 


Prova. 


e Primeiro vamos provar que R = U (n,n + 1], isto é, dado x € R existe 
neN 


neNtalquen<x<n+1. 


Seja A = {n € Z|x < n+ 1). Como A é um subconjunto não-vazio de Z 
limitado inferiormente, A possui um elemento mínimo no. 


Logo, no < x < no + 1, pois no EA eno- 1 ZA. 


e Precisamos, também, verificar que a função f : (0,1) — R definida por 


f(x) = (b — a)x + a é uma bijeção sobre o intervalo aberto (a, b). De fato: 
o se0<x=<l, entáo a< (b— ajx+a<b. 
o sef(x) = f(y), então (b— ajx+a = (b— a)y +a, donde (b— a)x = 
(b — a)y, OU seja, x = y. 


o sey€ (a, b), então x = 5 € (0,1) e f(x) =y. 


e Portanto, se provarmos que (0, 1) não é enumerável, então todo intervalo 
não-degenerado é não-enumerável. 


Suponhamos, por absurdo, que (0,1) é enumerável. 


Então, o intervalo (n,n + 1] também seria enumerável, pois a função fh : 
(0,1] — (n,n + 1] definida por f(x) = x + n é uma bijeção para todo 
nen. 


Mas, assim, R = Jmn + 1] seria enumerável por ser uma reunião 
neN 
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enumerável dos conjuntos enumeráveis (n,n + 1]. y 


Corolário 5.2 O conjunto dos números irracionais náo é enumerável. 


Prova. 


Como Q é enumerável e R = QU ( 


R — Q), então 


R — Q não é enu- 


merável, pois, caso contrário, R seria enumerável por ser reunião de dois 


conjuntos enumeráveis. g 
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Parte 3 


Sequências e séries de números 
reais 
A noção de limite tem um papel central no estudo da Análise Ma- 


temática, pois todos os conceitos e resultados importantes se referem a 
limites direta ou indiretamente. 
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1. Sequências 


Definição 1.1 Uma segúência de números reais é uma função definida 


no conjunto N dos números naturais e tomando valores no conjunto R dos 


números reais. 


Sex: N — R é uma sequência de números reais, o valor x(n) será 


representado por xn e chamado o termo de ordem n ou n—ésimo termo 
da sequência x. 


Escreveremos (x1,x2,...,Xn,...) OU (Xn)nen OU (xn) para indicar a 
sequência x. 
Observação 1.1 


e Não se deve confundir a sequência x com o conjunto de seus termos: 


x(N) = {X1 K2 Kn aa 


que pode ser finito, pois a sequência x: N — R não é necessariamente 


injetiva. 


Definição 1.2 Quando a seqúéncia a: N — R for injetiva, ou seja, 
Xn É Xm, Sen É m, diremos que x é uma seqúéncia de termos dois a 


dois distintos. 


Definição 1.3 Dizemos que uma seguência (xn)nen é 


e limitada superiormente quando existe um número real b tal que xn < b 
para todo n € N, ou seja, xn € (—oo, b] para todo n E N. 


e limitada inferiormente quando existe um número real a tal que a < xn 
para todo n € N, ou seja, xn € la, +00) para todo n e N. 


e limitada quando é limitada superior e inferiormente, ou seja, quando 
existem a, b € R tais que x, € la, b] para todo n E N. 


e ilimitada quando não é limitada. 


Observação 1.2 


e Todo intervalo [a, b] está contido num intervalo centrado em 0 da forma 
[—c, c] para algum c > 0. Basta tomar c = max(lal, |b|}, pois —c < a < b < 
c, já que c > |b| > be c > la| > —a, ou seja —c < a. 
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e Assim, uma sequência é limitada se, e só se, existe c € R* tal que 
Xn] < c para todo n € N. 


e Então, (xn)nen é uma sequência limitada se, e só se, (Ixnl)ney é uma 
sequência limitada. 


Definição 1.4 Uma subseqúéncia da seqúéncia x = (xn)nen é a restrição 


da função x : N — R a um subconjunto infinito N’ = {n; < m < 
. < nk <... de N. Escreve-se x’ = (xn)nen OU (Xm )ken OU 
(Xni Xn»: -Xn ) para indicar a subseqúéncia x’ = xlnr. 


Observação 1.3 Lembremos que um subconjunto N' c N é infinito 
se, e só se, é ilimitado, isto é, para todo m € N existe n € N' tal que 
m < n. Neste caso, dizemos que N’ contém números naturais arbitraria- 
mente grandes. 


Em particular, se existe no € N tal que n > no para todo n € N’, então 


N — NY é finito e, portanto, N’ é infinito. Dizemos, neste caso, que N’ 
contém todos os números naturais suficientemente grandes. 


Observação 1.4 Toda subseguência de uma sequência limitada é limi- 
tada 


Definição 1.5 


Note que: Uma sequência cres- 


cente ou não-decrescente é limi- | e Uma sequência (x, )nen é crescente quando x, < xn+ı para todo n e N, 


tada inferiormente pelo seu pri- ; 
meiro termo. ou seja, Xi < K2 < uss < Xn < ras Se Xn < Xn+1 para todo n € N, a 


sequência é não-decrescente. 


Note que: Uma sequência de- e . ? 
crescente ou não-crescente é li- e Uma sequência (xn)nen é decrescente quando xn > Xn,1 para todo 


mitada superiormente pelo seu n € N, ou seja, xy > x2 >... > Xn >... Sex, > xnym para todo n e N, a 
primeiro termo. A DADA 
sequência é não-crescente. 


e As sequências crescentes, não-decrescentes, decrescentes e não-crescentes 
são chamadas sequências monótonas. 


Observação 1.5 Uma sequência monótona (x, )nen é limitada se, e só 
se, possui uma subsequéncia limitada. 


Com efeito, vamos supor que x = (xn)nen é não-decrescente e (xn)nen” 
é uma subsequência limitada de x, ou seja, existe b € R tal que x, < b 
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para todo n € N’. Como NY é ilimitado, dado n € N existe m € N’ tal que 


m>n. 


Logo, xı < Xn < Xm < b. Assim, xı < xn < b para todo n € N. 
Analisaremos agora alguns exemplos de seqüências. 


Exemplo 1.1 xn = 1 para todo n € N, ou seja, (xn)nen é uma seqüência 


constante. Então, ela é limitada não-decrescente e não-crescente. 


Exemplo 1.2 Sex, = para todo n € N, a seqüência (xn)nen é limi- 
tada inferiormente, ilimitada superiormente e monótona crescente. 


Exemplo 1.3 xn = 0 para todo n par e xn = 1 para n ímpar. Essa 
seqüência é limitada e não é monótona. Observe que a seqüência se 


è 3 E 1 —] n 
define, também, pelas fórmulas xn = A OU xn = sen? (F) 


Exemplo 1.4 Se xn = 1 para todo n € N, então x = es 


é uma sequência limitada e decrescente, pois xn € (0,1] € xn,1 < Xn para 


todon EN. 


nuns 


Exemplo 1.5 Seja x = (xn)nen, onde xn = 5 para todo 
n € N. Então x, = 0 para n par e x, = n para n ímpar, ou seja, x = 
(1,0,3,0,5,...). Ela é ilimitada superiormente, limitada inferiormente e 


não é monótona, mas seus termos de índice ímpar x2,-1 = 2n — 1 formam 
uma subsequência monótona crescente ilimitada superiormente e seus 


termos de índice par x2n = 0 formam uma subseguência constante. 


Exemplo 1.6 Seja a e R e consideremos a sequência x, = a", n € N. 


esea=00u a = 1, então x, = 0 para todo n € Nou x, = 1 para todo 
n € N, respectivamente. Nestes casos, (xn)nen é constante. 


eSe0<a=<l, então a™! < are0< a” < 1 para todo n e N, ou seja, 
(Xxn)nen é decrescente e limitada. 


e Se —] < a < 0, então a sequência não é monótona, pois seus termos 
são alternadamente positivos e negativos, mas continua sendo limitada, 
pois |a”| = |a|", com 0 < Jal < 1. 
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e Se a = —1, então a sequência (a”) nen é (—1,1,—1,1,...) e é, portanto, 
limitada, mas náo é monótona. 


e Se a > 1, então a sequência (a”), en é monótona crescente e ilimitada 
superiormente. 


De fato: 


o Como a > 1e a” > 0, temos que a-a” > 1-a”, ou seja, a"! > a” 
para todo n e N. 


o Seja h > 0 tal que a = 1 +h. Então, pela desigualdade de Ber- 


noulli, a” = (1+h)” > 1+nh. Dado b € R, existe n € N, tal que n > 2 
Logo, a” > 1+nh >b. 


e se a < —1, a sequência não é monótona, pois seus termos são al- 
ternadamente positivos e negativos, e não é limitada superiormente nem 
inferiormente. 


De fato: 


o Os termos de ordem par x = a?” = (a?)” formam uma sub- 
sequência monótona crescente ilimitada superiormente pois a? > 1. 


2n 
, a 
o Os termos de ordem ímpar x2n1 = a! = — formam uma 
a 


subsequência decrescente ilimitada inferiormente, pois a < 0 e (a) nen 


é uma sequência crescente ilimitada superiormente. 


Exemplo 1.7 Dado a € N, 0 < a < 1, seja 


1— n+1 
xp =14 04... +at= 


para todo n e N. 
Então, (xn)nen é uma segúéncia crescente, pois Xx. +1 = Xn + a+! > xn 


para todo n € N; e é limitada, pois 1 < xn < = para todon E N. 


1 


J= 
; 1 1 1 1 
Em particular, se a = z» temos que 1+5 +... | 7 = o < 1 =2 
== 1== 
2 2 


para todo n e N. 
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Exemplo 1.8 Seja a, = 1+ 7 + > Eos n € N. A seqúéncia 


n!’ 
(an)nen é crescente e é limitada, pois 
1 1 


a<I+1+5+>35 


1 


para todo n e N. 


Exemplo 1.9 Seja bd, = (1 + a , n € N. A fórmula do binômio de 
Newton (que pode ser provada por indução) nos dá 


m 


Bn 


o IA 2! no 3! m3 
n(n—=1)...2-1 1 
RR n! na?’ 


ou seja, 


[oy 
3 
|l 
— 
+ 
—i 
Nj = 
ATN 
— 
3: | mi 
E < 
+ 
wj = 
SS 
— 
— 
O a 
SS 
—i 
SIN 
A 


Como 1 = > 0, para 1 < j < n — 1, temos que cada b, é uma 


soma de parcelas positivas. Além disso,cada parcela cresce com n, pois 

(1 — —) > (1 — 2), 1<3<n-— 1, e, também, o número de parcelas 
n+1 n 

cresce com n. 


Logo, b.,1 > bn para todo n € N, ou seja, (b.)ren é uma sequéncia 
crescente. 


Observe ainda que (b,.) nen é uma sequência limitada, pois 


rta a 
2! 3! n! 


para todo n e N. 


1 


Exemplo 1.10 Seja xı = 0, x2 = 1 € xn = 5 Pen + Xn+1), para todo 


n € N. A sequência que se obtém é (o, 1, a 
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Importante: Provaremos depois 
que as seqúéncias (an)nen € 
(bn )Jnen dos exemplos 1.8 e 1.9 
convergem para o número e. 


Nota: Dados a,b € R, a < b, 
sua média aritmética +? é ob- 
tida somando-se ao número a a 


metade da distância *5% de a a 


b, ou subtraindo-se 2 de b. 


69 


Análise na Reta 


Segue-se que os termos desta sequência são: 


Xi = 0, 

x: = 1, 
14 

E 
1 o1 1 

wS do 

qa la e 

k = 2'4 8 2'8 2 4)’ 

es e dado Dos a (eh 

j 2 4 8 16 4 16 4" 4&2)’ 
etc 


Provaremos alguns fatos para obter a fórmula geral dos termos de ordem 
par e de ordem ímpar. 


Afirmacáo 1: xi — Xn = (— 1)". a para todo n e N. 


De fato: 


1 


o Sen=1,x2-x1=1-0=1=(-1)*- 35. 


o Suponhamos que a afirmação seja válida para n. Então 


1 1 
Xn42— Xn41 = 3 Un + Xn+1) — Xn+1 = 7 (Xn = Xn+1) 
1 1 1 
= =z (Xn — Xn) = EN ii ` 7m- 
1 1 
= [r:a [1a 
= di mo (=> 2(Mm+1)-1 
Note que: 


e Sen é par, Xn+1 < Xn €, portanto, xn,1 < Xn+2 < Xn, pois 
Xn41 — Xn = (Da e <0. 


e Sen é ímpar, Xn < Xn+1, €, portanto, xn < Xn+2 < Xn+1, pois 
1 


= n+1 
Xn+1 — Xn = (—1) sm 2 O: 
Lon+3 
OOo 
Lon+1 Con+2 Lon 


Fig. 1: Posicionamento dos pontos da sequência (xn )n en. 
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Afirmacáo 2: x2.+1 = , (1 +7 E... 53) para todo n E N. 
De fato: 
0+1 1 1 
O dna Gs) 


o Suponhamos a afirmação verdadeira para n. 


Então, como X2n.+1 < X2n+3 < X2n+2, temos que 


1 
X2(n+1)+1 = X2n43 = X2n+41 + 3 (X2n+2 — X2n+1) 
o 1 (1 A 1 A A 1 ) 1 (= 122 
22 420000 qual 2 22n 
A (1 gd 7 1 ) 1 1 
2 4 Co qual 2 4n 
1 1 1 1 
= (Greta ta): 
r a 1 1 
Afirmação 3: xz = 1 (a +... 7) para todo n € N, n > 2. 


De fato: 


y 
o Sen=2, x4 ls 


o Suponhamos que a igualdade seja válida para n. 


Então, como X2n+1 < X2(n+1) < X2n, temos que 


1 
X2n42 = X2n — 7 (X2n — X2n41) = X2n + 3 (X2n+1 — X2n) 
=i 1 1 O = 1 A 1 
= (5 ot) | 2.22n-1 (q+.. 7) qn 
1 1 1 
EE G Fa Fa) 


RR E === PO 
a Em 1] a 3? 
4 7 
para todo n € N, temos que 
14 4 
< MA 


para todo n > 0, e 


12 Xan > 14 (1-5) =3, para todo n > 1. 
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Logo, 0 < xn» < 1 para todo n € N, ou seja, a sequência (xn)nen é limi- 
tada, sendo (x2n,1)nex Uma subseqúéncia crescente e (x2n)n € N uma 


subsequência decrescente. 


Exemplo 1.11 Seja x, = yn para todo n e N. 


A sequência (xn)nen é decrescente a partir do seu terceiro termo, pois, 


1 n 1 n 
al — > 3. 
como (1 =) < 3 para todo n € N, (1 + =) < n para todo n > 3 


Logo, no < n, ou seja, (n+ 1)" < n™™!, 


Assim, “Yn +1 < qn para todo n > 3. 


Como 1 = xı < V2 = x2 < V3 = x3 € 0 < Xn < x3 = V3 para todo n € N, 
concluímos também que (xn)nen é limitada. 


2. Limite de uma sequência 


Definição 2.1 Dizemos que o número real a é limite da sequência (xn) nen 
de números reais, e escrevemos 


a= MN Ka: 


n—>o00 


quando para cada número real e > 0 é possível obter um número natural 
ny tal que 


Pi USE; 
para todo n > no. 


Simbolicamente, temos que 


a= lim =Ve>0J3Jny EN; ka= al <i vn >no 


n—>oo 


ou seja, 


a= lim <SVe>0MmEN;xne(a—-ea+e),Yn>no 


n—>oo 


Assim, a = lim x, se, e só se, todo intervalo aberto de centro a 


n= oo 


contém todos os termos x, da sequência, salvo, talvez, para um número 
finito de índices n. 


72 J. Delgado - K. Frensel 


Limite de uma sequência 


Observação 2.1 
e Quando lim xn = a, dizemos que a sequência (xn)nen converge para a 
n—>o00 


ou tende para a e escrevemos, também, xn — a. 
e Uma sequência que possui limite chama-se convergente. Caso contrário, 
chama-se divergente, ou seja, uma sequência (xn)nenx é divergente se, 
para nenhum número real a, é verdade que lim xn = a. 
n= oo 
e lim xn Æ a se, e só se, existe co > 0 tal que para todo ny € N existe 
n—>o00 


my > ny com |x,, — al > £o. 


Teorema 2.1 (Unicidade do Limite) 


Sea= lim x, eb= lim x, então a = b. 


n= oo n=500 


Prova. 
Suponhamos a Æ b e seja e = 5 lb — aj > 0. Temos que: 
e(a-ea+ejn(b-e,b+e) = Y, pois se existisse x € (a—e,a+e)n 


(b — e, b + e), teríamos que: 
b-al=|b-x+x-—al<|b-xl+|Ix—-al<ete=2e=|b—al. 


e Existe ny € N tal que xn € (a — e,a+e) para todo n > no. 


Logo, xn € (b — e,b+ e) para todo n > no. Então lim xn 4 b. y 


Teorema 2.2 Se lim x, = a então toda subseqúéncia de (xn)nen con- 


n= oo 


verge para a. 


Prova. 
Seja (xn, )ken uma subsequência de (xn)nen. Dado e > 0, existe ny € N 
tal que |xn — al < e para todo n > no. 


Como o conjunto N’ = {n; < n2 < ... < nk < ...} é ilimitado, existe kọ € N 
tal que nx, > no. 


Logo, nx > Nx, > Mo € [xn — al < e para todo k > ko. y 


Corolário 2.1 Se lim x, = a então, para todo k EN, lim xnk = a. 
n—>o00 n>o00 
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Prova. 
De fato, (X1+x, X24+k, --- , Xn+k, -..) € uma subsequência de (Xn)nen €, 
portanto, converge para a.g 


Observação 2.2 


e O limite de uma sequência não se altera quando dela se omite um 


número finito de termos. Ou melhor, pelo teorema 2.2, o limite se mantém 
Exercício 12: Se (Xn4k)nen 
converge para a, para algum k € 


N, então xn — a. número infinito de índices. 


quando se omite um número infinito de termos desde que reste ainda um 


e Se (xn)nen possui duas subseqüências com limites distintos então (xn)nen 
é divergente. 


e Se (xn)nen converge e a subsequência (xn, )ken converge para a, então 
Xn — a. 


Teorema 2.3 Toda sequência convergente é limitada. 


Prova. 
Seja a = lim x, e tome e = 1. Então, existe ny € N tal que xn € 
Too 


(a—1,a+1) para todo n > no. 


Sejam A =[(a—1,a+1,x3,...,Xn,), M = maxA em = min A. Então 
m < xn < M para todo n € N, ou seja, (xn)nen é limitada. g 


Observação 2.3 A recíproca do teorema anterior não é verdadeira. Por 
exemplo, a sequência (0,1,0,1,0,1,...) é limitada, mas não é conver- 
gente, pois xm = 1 —> 1 e xm = 0 — 0, ou seja (xn)nenx possui 
duas subsequências que convergem para limites diferentes. 


Observação 2.4 Se uma sequência não é limitada, ela não é conver- 
gente. 


Teorema 2.4 Toda segiiência monótona limitada é convergente. 


Prova. 
Suponhamos que (xn)nen é não-decrescente, isto é, xn < xn:1 para todo 
n eN. 


Seja b € R tal que x, < b para todo n e N e seja a = sup{xn|n € N}. 
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Vamos mostrar que a = lim xn. 
n-500 


Dado e > 0, como a— e < a, a — £ não é cota superior do conjunto dos 
termos da sequência. Logo, existe no € N tal que a— e < xn, < a. Como 
Xn > Xn, para todo n > no, temos 

A—E< Xm £Xn <a< a+ ce para todo n > no. 


Assim, lim xp = a. 


n—>o00 


De modo análogo, podemos provar que se (x, )nex é não-crescente, então 
lim xn =inf(x, |n € Nm 

n> oo 

Corolário 2.2 Se uma seqüência monótona (xn)nen possui uma sub- 
seqüência convergente, então (xn)nen é convergente. 


Prova. 

Pela observação 1.5, temos que a sequência monótona (xn)nen é limi- 
tada porque possui uma subsequência convergente e, portanto limitada. 
Então, pelo teorema anterior, (x, Jnen é convergente. 


Reexaminaremos os exemplos anteriores quanto à convergência. 


Exemplo 2.1 Toda seqúéncia constante, x = a, n € N, é convergente 


e tem limite a. 


Exemplo 2.2 A sequência de termo geral xn = n, n e N, não é conver- 
gente porque náo é limitada. 


“qnH 
Exemplo 2.3 A sequência (1,0,1,0,...), onde xn = La a nen, 


é divergente porque possui duas subsequências (x2n)nen € (x2n-1)nen que 


convergem para limites diferentes. 


Exemplo 2.4 A sequência (1) , tem limite zero. 


ne 


De fato, dado e > 0 existe ny € N tal que L <6 
0 


ús 1 1 
Então, —e < — < — < e, para todo n > no. 
n no 
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Exemplo 2.5 A sequência (1,0,2,0,3,0,...,0,n,0,n + 1,0,...) não é 
convergente porque possui uma subsequência, (x2n-1)nen ilimitada. 


Exemplo 2.6 Sejam a € R e a sequência (a”)nen. Então: 


e Se a = 1 ou a = 0, a sequência constante (a”) ex converge e tem limite 
1 e 0, respectivamente. 


e Se a = —1, a sequência (—1,1,—1,1,...) é divergente, pois possui duas 
subsequências, (Xzn)nen € (x2n-1)nen, que convergem para limites dife- 
rentes. 


e Se a > 1, a seqüência (a”) nen é divergente, pois é crescente e ilimitada 
superiormente. 


e Se a < —1, a sequência (a”) nen é divergente, pois não é limitada supe- 
riormente nem inferiormente. 


e Se 0 < a < 1, a sequência (a™)nen é decrescente e limitada, logo, 
convergente. Além disso, lim a” = 0. 


n= oo 


f E 1 1 
Com efeito, dado e > 0, existe no € N tal que qn > Para todo n > no, 
x | Rd z z 
pois a sequência ( ( =) ) é crescente e ilimitada superiormente, já 
neN 


1 
que z > 1. Logo, —e <a" < e Yn > no. 


eSe-lI<a<o, lim a” = 0, pois lim ja”) = lim la” = 0, já que 
n500 n—>o00 n>o00 


0 < Jal < 1. 


Observação 2.5 lim x, =0 <= lim |x,|=0. 


n= oo n= oo 


Exemplo 2.7 Se 0< a< 1, a seqüência (xn)nen, onde 
_pn+l 
TE E CE 


l=a 
é convergente porque é crescente e limitada superiormente. Além disso, 


] 1 
lim Xn = 1 


n= oo — q 


De fato, dado e > 0, existe ny € N tal que |a”|< e(1— a) para todo n > no. 


1 


[ar 
mal Ml —al 


Logo, Dn < e para todo n > no. 
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a a 1 
O mesmo vale para a tal que O < |a| < 1, ou seja, lim xn = 1—q' apesar 
n—>o00 = 


de (xn)nen não ser monótona para —1 < a < 0. 


Exemplo 2.8 Sejam a=1+ tato | J +. ebn= (141) , 
para todo n € N. 


Como as seqüências (an)nen € (bn)nen são crescentes e limitadas, elas 
são convergentes. 


Mostraremos depois que lim a, = lim b, = e, onde e é a base dos 
n> 


n>.oo 


logaritmos naturais. 


Exemplo 2.9 Seja (x, )nex a seguência dada por 


Xn + Xn+1 


3 ;nen. 


x=0,x2=1l e Xn+2 = 


Já vimos que: 


4 1) 23 0,1 3 
4 
e 
1 1 1 1 
e a de a Doda a) 
a 
sa eo y Fer 41 
a T)>203lcam)-3ta'm 
a 


Então a subsequência (x2n-1)nen é crescente limitada superiormente e a 
subsequência (x2n)nen é decrescente limitada inferiormente. 

. de ; 2 
Afirmação 1: lim xz =>. 

n= oo 3 
. . 1 

Com efeito, dado e > 0, existe no € N tal que qm < e, para todo n > no, 

saoi 1 i 1 
pois lim zx = 0, já que 0 < gel. 


Logo, 


2 2/1 
X2n+1 — 5| = 3 (=) <E para todo n > no. 


Afirmação 2: lim xn = = : 
n>00 3 
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Dado e > 0, Ino € N tal que $; < 5 e para todo n > no 


4 1 


. 2 
Assim, [xan — 5 == < e para todo n > no. 


Afirmacáo 3: Se lim x,» = lim x = a então lim x, = a. 
n—>.o00 n—>.o00 


n> oo 


De fato, dado e > 0 existem n,,n, € N tais que |xn — al <e se n > n, n 
par, e xn — al < e se n > nz, n ímpar. 


Seja no = max(n;, n2}. Então, |xn — a| < e para todo n > no, pois n > 


no > nı E n > no > nz. 


Pelas 3 afirmações acima, temos que a sequência (xn)nen é convergente 


e lim x 2 
n— as" 
3 


n> o 


Exemplo 2.10 Como a seqüência ( Yni)nen é decrescente a partir do 
terceiro termo e é limitada inferiormente por 0, temos que (*/n)nex é con- 


vergente. Mostraremos depois que lim yn =1. 
n500 


3. Propriedades aritméticas dos limites 


Teorema 3.1 Se lim xn = 0 € (yn)nen é uma segúéncia limitada, então 
n>o00 


lim (x.y) =0. 


n= 


Prova. 


Seja c € R, c > 0, tal que |ynl < c para todo n e N. 
Dado e > 0 existe no € N tal que |xn| < para todo n > no. Logo, 
XnYn <c- = e para todo n > no. 


Isso mostra que lim (x. Un) = 0. y 
ns oo 


Exemplo 3.1 Para todo x € N, lim Sentinel 


n—>o00 n 


= 0, pois a sequência 


Bo ii ea 0 TAA 1 
(sen(nx))nen é limitada já que | sen(nx)| < 1, e a sequência (=) con- 
neN 


verge para zero. 
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Observação 3.1 Se lim y, = b e b 4 0, então existe no e N tal que 
n500 
Un Æ O para todo n > no. 


De fato, seja e = |b| > 0. Então existe no € N tal que y, € (b — |b|, b + |b|) 
para todo n > no, ou seja, b — |b| < y, < b + |b| para todo n > no. Logo, 
Yn > b — |b| = b — b = 0 para todo n > ny, se b > 0, OU yn < b + |b| = 
b — b = 0 para todo n > no, se b < 0. Assim, yn Æ O para todo n > no, se 
b £0. 


. . A “a Ñ X 
No item 3 do teorema abaixo, vamos considerar a sequência (2) 
Un/ nen 


a partir de seu no—ésimo termo, onde ny € N é tal que y, Z0sen > no. 
Teorema 3.2 Se lim x =ae lim y, = b, então: 
n>o00 n>.o00 
(1) lim (x. +un) =a+b; lim (xn— yn) =a—b; 
n>00 n=00 


(2) lim (X.Y) =4«-b; 


(3) lim LS seb £0. 


Prova. 


(1) Dado e > 0 existem n1, n2 € N tais que 
xn — al < para n > n, 


IYn — b| < para n > nz. 


Nilo NI“ 


Seja no = max(ny, n2}. Então, 

E =; a) F (Yn = b)| 
[Xn o al F [Yn = b| 

€ E 

7 + 2 = € 


(Xn t Yn) = (a +b)| 


| 


AA 


para todo n > no. 
Se prova, de modo análogo, que (x, — Yn) — (a — b). 


(2) Como XnYn — ab = XnYn — Xnb + xnb— ab = xa(un— b) + (xn — a)b, 
(xn—a) = lim (y, —b) = 0€ (x,)nen é limitada, por ser convergente, 
n> oo 


lim 
n-500 


temos que lim xn(yn— b) = lim (x, — a)b = 0, pelo teorema 3.1. 
noo 


n—>oo 
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Logo, pelo item (1), 
(xnyn — ab) = lim xa(yn— b)+ lim (x, — a)b = 0. 


lim 
n-o n-500 


Assim, lim x.yn = ab. 
] 2 - b? o, 
(3) Pelo item (2), lim ynb = b^. Então, dado e = > existe no € N tal que 
n= oo 
2 


b? b 
Ynb > b*— 5 => > 0 para todo n > no. 


1 2 
Segue-se que — < > para todo n > no. 
gue-se qu 0er P t > no 


a 1 a 
Logo, a sequência (55) é limitada. 
b 
neN 


n 


Assim, 


lim (E 3 siim e 


n500 À Un 


pelo teorema 3.1, pois lim (x,b—y,a) = ab — ba = 0, pelos itens (1) e 
ns 00 


(2), e (55) é limitada. 
Ynb nno 


Logo, liM XnYn = —- E 
n>o00 


a! A 


Observação 3.2 Resultados análogos aos itens (1) e (2) do teorema 
anterior valem, também, para um número finito qualquer de seqüências. 


Mas, o resultado não se aplica para somas, ou produtos, em que o número 


de parcelas, ou fatores, é variável e cresce acima de qualquer limite. 


Por exemplo, seja sn = 1 E l (n parcelas). 


n 


Então, sn = 1 para todo n € Ne, portanto, lim sp = 1. 
n= oo 


Assim, lim sa 4 lim | +...+ lim 2=0+...+0=0. 


n5o TN n5oc n 
Exemplo 3.2 Seja a sequência (x, )nen, onde x, = Ya, a >Q. 
e Sea=1, ya=1paratodo n e N, logo, lim /a=1. 


Sejam b = “a e c = ya, ou seja, b”! = c” =a. 
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e Se a > 1, então ¡/a é decrescente e limitada. 


De fato, b = “Wa > 1, pois b”! = a > 1, e b” < b”b = b™H! = c", 


Logo, b < c, ou seja, “Va < ya, e ya > 1 para todo n e N. 
eSe0<a< 1, então ¡/a é crescente e limitada. 


De fato, b = “Wa < 1, pois b”! =a < 1, e b” > b”b = bH! = c", 


Logo, b > c, ou seja, “Wa > ae ya < 1 para todo n e N. 
Como, para todo a > 0, a sequência ( Ya)nen é monótona e limitada, 
temos, pelo teorema 2.4, que existe lim Va = £. 
n= oo 
Afirmação: lim ya=£>0. 
n—>oo 
Se a>1, lim Ya=infl/aln € N} > 1, pois (1/a)nen é decrescente e 1 
n—>oo 

é uma cota inferior. 
Se0<a=<1, lim ya =sup(/a|n € N} > a, pois (3/a) nen é crescente 

n—>oo 
e ya > a para todo n e N. 


Afirmacáo: lim /a=1. 


n= oo 


Consideremos a subseqüência (anta) jnen = (ae. Pelo teorema 
2.2 e pelo item (3) do teorema 3.2, obtemos: 


F El . Mio ; a L 
l= lim arm = lim ar wF = lim e 1. 


n= oo n= oo n—>oo an+T 


Exemplo 3.3 Podemos, agora, mostrar que lim x/n= 1. 


Como (/n)nen é uma sequência decrescente a partir de seu terceiro 
termo e (/n > 1 para todo n € N, temos que 

l= limas» Ynsiitnin>3>1. 
Tomando a subsequência ((2n)2n Jnen, obtemos que 


2 = lim [ena] = lim (2n)* = lim [rent] 


= lim 27- lim n*=1.0=2. 


n= oo n= oo 


Sendo £ 40 e 1? = £, temos que l = 1. 
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Exemplo 3.4 Seja lim yn = 0. 


Xn 


e Se a sequência ( ) é convergente ou, pelo menos, limitada, então 
neN 


n 
lim x, = 0, pois 
n> oo 
a i X 

lim xn = lim E =0. 

n= oo n= oo Un 
Portanto, se lim y, = 0 e a sequência (x, )nex diverge ou converge para 

n>o00 


n 


e i a PEA . X z i 
um limite diferente de zero, então a seqüência (=) é divergente e 
neN 


ilimitada. 


e Suponhamos agora que lim xn = lim y, = 0. Neste caso, a sequência 
n—>oo n—>oo 


Xn do 
(=) pode ser convergente ou não. Por exemplo: 
Un) nen 


1 1 ER o 
o Si CU ct anao aaa 


n 


(—1)" 1 3 As nã Xn E ii 
o SO Xp = e yn = —, então a sequência | “% é diver- 
n n n 
neN 
22X 
gente, pois = = (—1)”. 
Un 
1 1 E prq Xn a 
o Sexn=-— € Yn = — então a sequência | = não converge, 
do n Yn/ nen 
ra A 
pois = =n 
Yn 


Teorema 3.3 (Permanência do sinal) 


Se lim xn = a > 0, existe no € N tal que x» > 0 para todo n > no. 
n—aoo 


Prova. 
Dado e = o > 0, existe ny € N tal que => < Xn < E > para todo 
n > no. Logo, xn > a-£=f£ > 0 para todo n > no. y 


2 2 


Observação 3.3 De modo análogo, se xn — a < 0, existe ny € N tal 
que xn < 0 para todo n > 0. 
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Corolário 3.1 Sejam (xn)nen € (Un)nen segúéncias convergentes. Se 
Xn < Yn para todon e N, então lim x, < lim yn 
n-500 n500 


Prova. 
Suponhamos, por absurdo, que lim xn > lim yn. 
n> oo n-5 00 


Então, (Xa— Una) = dim Xn — dim Yn > 0. Logo, existe no € N tal 


lim 
n—>oo 
que Xn — Yn > 0, OU Seja, xn > yn para todo n > no. o que contradiz a 
hipótese. 


Observação 3.4 Quando x, < yn para todo n e N, não se pode ga- 
rantir que lim x, < lim yn- 
n> oo n—oo 


1 1 1 
Por exemplo, tome x, =0€e y, = o OU Xn = 5 8Un= > 


Corolário 3.2 Se (xn)no uma sequência convergente. Sex, > a para 
todo n e N, então lim x, > a. 
n> oo 


Teorema 3.4 (Teorema do Sandwiche) 


Se xn < Zn < Yn para todo neN e lim x = lim yn = a, então 
n—>oo 


n00 
lim zn =a. 

n00 

Prova. 

Dado e > 0, existem n;,nz € N tais que a— e < xn < a + £ para todo 
n>n¡e a—-e<y,.<a+e para todo n > nz. 


Seja no = max{n:, n2}. Entãoa — e < Xn < Zn < Yn < a + e para todo 
n > no. 
Logo, lim z, = a. y 
n—>o00 
1 1 


Exemplo 3.5 Sejam an =1+ + F... + ebn= (1+1) ,nEeN. 
1! 2 n! n 


Já provamos antes que as sequências (an)nen € (bn)nen são crescentes 
e limitadas, e que bn < a, para todo n e N. 


Então, lim ba < lim a, = e. Por outro lado, fixando p € N, temos, para 
noo n—>oo 


todo n > p, 
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Notação: no seguinte, escrevere- 
mos as sequências na forma (xn ) 
mais simples do que (xn)Jnen e 
os limites dim. xn, também, na 


forma mais simples lim xn, desde 
que não surjam ambigúidades. 
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PE pe De e 
+5 (1-7). (1-23). 


Fazendo n —> oo e mantendo p fixo, o lado direito da desigualdade acima 


IV 


tende para ap. 


Logo, lim bn > a, para todo p e N e, portanto, lim bn > lim ap. 
n= oo n= oo p> oo 


Obtemos, então, que 


lim (1+5) = lim (+i titt) se. 
n—> 00 n n>o00 1! 2! n! 


4. Subsequências 


O número real a é o limite da sequência x = (xn) se, e só se, para 
todo e > 0 o conjunto 
x!a-ega+ej=(neN|xme(a-ea+e)) 


tem complementar finito em N. 


Para subsequências, temos o seguinte resultado: 


Teorema 4.1 Um número real a é o limite de uma subsegiência de 
(xn) se, e só se, para todo e > 0, o conjunto dos índices n tais que xn € 
(a— e, a+ e) é infinito. 


Prova. 

(=>) Seja a = lim Xn, Onde N’ = {n <n2<... < Nk < ...}. Então, 
nen” 

para todo e > 0, existe ko € N tal que xn, € (a—e, a+e) para todo k > ko. 


Como o conjunto (n,|k > ko) é infinito, existem infinitos n € N tais que 


Xn € [a—e,a+e). 


(<=) Para e = 1, existe n; € N tal que xn, € (a—1,a+1). 


J. Delgado - K. Frensel 


Subseqguências 


Suponhamos, por indução, que nı < n2 < ... < ny foram escolhidos de 


modo que xn, € (a—7,a+ E), parai=1,...,k 
Seja e = = > 0. Como o conjunto (neNime (a + 


1 1 
kA a) ) 
1 
+ 


é infinito, existe nk+ı € N, tal que nky > Nx € xn, € (a 


1 
ER 5): 
Então, N’ =[n1 < n2 < ... < ni < ...) é infinito e como |xn, — al < : 
para todo k € N, temos que dim Xn, = a, OU Seja, a é o limite de uma 
subseqúéncia de (Xn)nen- E 


Definição 4.1 Um número real a é valor de aderência da sequência 
(xn) quando a é o limite de uma subsequência de (xn). 


Observação 4.1 Como um subconjunto de N é infinito se, e só se, é 
ilimitado, temos que as seguintes afirmações são equivalentes: 


e a ER é valor de aderência da sequência (xn) ; 


e para todo e > 0 e todo no € N, existe n € N, tal que n > noe 


xn E (a=e,a+e); 


e todo intervalo de centro a contém termos x, com índices arbitrariamente 
grandes. 


Observação 4.2 Se limx, = a, então a é o único valor de aderência 
de (x,). Mas a recíproca não é verdadeira. 

Por exemplo, a sequência (0,1,0,3,0,5,...) só possui o zero como valor 
de aderência, mas é divergente, já que é ilimitada. 


Exemplo 4.1 A sequência (1,0,1,0,...) tem apenas o zero e o um como 
valores de aderência. 


Exemplo 4.2 Seja (r;,r2,...,Tn,...) uma enumeração dos números ra- 
cionais de termos dois a dois distintos. 


Como todo intervalo aberto (a —- £€,a + £), a € Re e > 0, contém uma infi- 


nidade de números racionais, pois Q é denso em R, temos que o conjunto 
mneNime(a-ea-+e)) 
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Terminologia: na literatura, 
ponto de acumulação, valor de 
acumulação, valor limite, ponto 
limite e ponto aderente são 
sinônimos de valor de aderência. 
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Notação: em alguns livros de 
Análise, pode ser encontrada 
a notação limxn em vez de 
limsup xn e limxn em vez de 
lim inf xn . 
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é infinito e, portanto, a é valor de aderência de (rn). Ou seja, todo número 
real a é valor de aderência da sequência (ran). 


Exemplo 4.3 A seqúéncia (xn), xn = n, não possui valor de aderência, 
pois toda subsequência de (xn) é ilimitada. 


e Seja (xn) uma sequência limitada de números reais, onde y < xn < ß 
para todo n e N. 
Seja Xn = (Xn, Xn+1, - . +. Então, 
FA o 2 e e MA Y A 


Sendo a, = inf Xn e bn = sup Xn, temos que any] > an € by, < bn, 
pois, como Xn+1 C Xn, temos 
an = MX < é e bn = SUP Xr È Xj, 


para todo j > n, e, portanto, para todo j > n+ 1. 


Ou seja, a, é cota inferior de Xn+ı e bn é cota superior de Xn+ı. 
Logo, an < An+1 € Dny1 < bn. 


Além disso, an < bn para todo n € N. Assim, a, < bm quaisquer 
que sejam n,m € N, pois: 


o sem >n => an < Am < bn, 
o sem <n => a, < b, < bn. 


Logo, 
A AE A > A A ON 


Existem, portanto, os limites 


a = lim an = sup an = supinfX,, 
neN neN 


b = lim bn = inf b, = inf sup Xan. 
neN neN 


Dizemos que a é o limite inferior e b é limite superior da sequência 
limitada (xn), e escrevemos 
a = liminf xn e b= limsupx,. 
Temos, também, que sup an < bm para todo m € N, ou seja, sup an 
neN neN 
é uma cota inferior do conjunto (bn | m € NJ. 


«a 
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Subseqüências 


Logo, sup a, < inf bn, ou seja, 
n n 


a = liminf xn < b = lim sup xn- 


. gas Le 1 1 
Exemplo 4.4 Seja a seqúéncia (xn), onde x2n1 = -z exm=1+ 
n € N. Então, 
O Xan-2 = (1+ , l] f a 
n-1" n no n+1 
1 1 1 1 
== | 
o Xma i UE a ésta 
1 1 1 1 
= | 
o Xan + a RREO EE 


1 


n ; ; 1 
Assim, infX2n-2 = INfXm = Es e SupX2.-1 = SUP X2n = un 


Logo, a = lim inf xn = supinfX, =0 e b = lim sup xn = infsup X, = 1. 


Como (x2n-1) e (xz) são subsequências convergentes de (xn), e 
limxzm- = 0 Æ 1 = limx2,, segue-se que O e 1 são seus únicos valo- 


res de aderência. 


Teorema 4.2 Seja (xn) uma seqúéncia limitada. Então, a = lim inf xn é 
o menor valor de aderência de (xn) e b = limsupx, é o maior valor de 
aderência de (xa). 


Prova. 
Vamos provar primeiro que a = liminfx, é valor de aderência de (xn). 


Dados € > 0 emo € N, como a = lima,, existe n; > no tal que 
an € (a— e,a +). Sendo an, =infX, € a + € > an, existe n > n; tal 
que a — € < An, £Xn < a+ e. 

Provamos, então, que dados e > 0 e ny € N, existe n > no tal que 
xn € (a—e,a+.e). Logo, pelo teorema 4.1, a é valor de aderência de 
(xn). 

Vamos, agora, provar que a é o menor valor de aderência de (xn). 


Seja c < a. Como a = lim a, existe no € N, tal que c < an, < a. Ou seja, 
C < An, <Xn, para todo n > no, 


pois an, A Xn + e- 
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Tomando e = an, — c, temos que c + e = amn. Logo, Xn > c + e, ou seja, 
Xn Æ (c—e,c+e) para todo n > no. 


Assim, c não é valor de aderência de (xn). 


A demonstração de que b = limsupx, é o maior valor de aderência de 
(xn) se faz de modo análogo. y 


Corolário 4.1 Toda segiência limitada de números reais possui uma 
subseqúéncia convergente. 


Prova. 
Como a = liminfx, é valor de aderência de (xn), (xn) possui uma sub- 
sequência que converge para a. y 


Corolário 4.2 Uma segúéncia limitada de números reais (x,,) é conver- 
gente se, e só se, liminfx, = lim sup xn, isto é, se, e só se, (xn) possui 
um único valor de aderéncia. 


Prova. 
(=>) Se (xn) é convergente e limx,n = c, então c é o único valor de 
aderência de (xn). 


Logo, lim inf xn = lim sup xn = liM xn. 
(<=) Suponhamos que a = lim inf xn = lim sup xn. 


Como lim an = lim b, = a, dado e > 0, existe no € N tal que 
a—E< ün E 0 DbynsS al. 


Mas, an, < Xn < bn, para todo n > no. Logo, 
a— E< am AO <a+e, 


para todo n > no. 


Assim, limx, =a. y 


Teorema 4.3 Sejam a = liminfx, e b = limsupxn, onde (xn) é uma 
seqüência limitada. 


Então, dado e > 0, existe ny € N tal que a— € < xn < b + € para 
todo n > no. Além disto, a é o maior e b é o menor número com esta 
propriedade. 
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Prova. 
Seja e > 0. Suponha que existe uma infinidade de índices n tais que 
Xy < a — e. Estes índices formam um subconjunto N’ c N infinito. 


Então, a subsequência (x, )nen' possui um valor de aderência c < a— e, 
pois xn < a— e para todo n € N’, o que é absurdo, pois c< ae aéo 
menor valor de aderência de (xn). 


Logo, dado e > 0, existe nı € N tal que xn > a— e para todo n > nz. 


De modo análogo, suponha que existe uma infinidade de índices n tais 
que xn > b+e. Então estes índices formam um subconjunto Nº c N 
infinito. A subsequência (x, )nen' possui um valor de aderência c > b + e, 
já que xn > b + e para todo n € N’, o que é absurdo, pois c > b+e >b 
e bé o maior valor de aderência de (xn). Logo, existe nz € N tal que 
Xn < b + £ para todo n > 1. 


Seja no = max{n:, n2}. Então a— e < xn < b + e para todo n > no. 


Ti — a). Então, a+ € = a'— €. 


e Seja a < a' etome e => 


Sendo a um valor de aderência de (xn), existe uma infinidade de índices 
n tais que a— e < xn < a +€ = a' — £. Logo, nenhum número real a’ > a 
goza da propriedade acima. 


e Seja b' < b e tome e = 5b—»”. Então, b' +€ =b-— e€. 


Como b é valor de aderência de (xn), existe uma infinidade de índices n 
tais que b'+e=b-e<x,<b+e. Logo, nenhum número real b’ < b 
goza da propriedade. y 


Corolário 4.3 Sec < liminfx,, então existe nı € N tal que c < xn para 
todo n > ny. Analogamente, se d > limsupx,, então existe n € N tal 
que xn < d para todo n > n2. 


Prova. 
Se c < a = liminfx,, então c = a— e, com e = a—c > 0. Então, 
pelo teorema 4.3, existe n; € N tal que x, > a — e = c para todo n > nı. 


De modo análogo, podemos provar a afirmacáo com respeito ao 
lim sup xn = b, tomando e =d—b>0. y 
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Veja, também, o exercício 15. 
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Corolário 4.4 Dada uma seqúéncia limitada (xn), sejam a e b números 
reais com as seguintes propriedades: 


o sec<a, então existe n; € N tal que x, > c para todo n > ny; 

o seb<d,então existe n € N tal que x, < d para todon > 2. 
Nestas condições a < lim inf xn e lim sup xn < b. 

Os corolários acima apenas repetem, com outras palavras, as afir- 
mações do teorema 4.3. 


e Sem usar as noções de limites inferior e superior de uma sequência 
limitada vamos provar que: 


Toda sequência limitada de números reais possui uma sub- 


sequência convergente. 


Prova. 
Suponhamos que x, € la, b] para todo n E N. Seja 
A ={t € R|t < x, para uma infinidade de índices n}. 


Como a < xn < b para todo n € N, temos que a € A e nenhum elemento 
de A pode ser maior do que b. 


Assim, A Æ Ø e é limitado superiormente por b. 
Portanto, existe c = sup A. 


Vamos usar o teorema 4.1 para provar que c é valor de aderéncia da 
sequência (xn). 


Dado e > 0, existe t € A tal que c — e < t < c. Logo, há uma infinidade de 
índices n tais que c— e < xp. 


Por outro lado, como c + € ¢ A, existe apenas um número finito de índices 
n tais que xn > c+ e. 


Assim, existe um número infinito de Índices n tais que c— € < xn < C+€.p 


Observação 4.3 c = lim sup xn. 

e Sejam Xn = [Xn,Xn+1)...) € bn = supXn, n € N. Por definição, 
lim sup xn = inf bn- 

Afirmacáo: c < b, para todo n € N, ou seja, c é uma cota inferior do 
conjunto ([b, |n € N}. 
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Sequências de Cauchy 


Seja n € N. Como bn > xm para todo m > n, temos que se t > bn, então 
t > Xm para todo m > n. 


Logo, A C (—oo, bn), Ou seja, c = sup A < bj. 

e Como c < b, para todo n € Ne a = limsupx, = inf bn, temos que 
nE 

c < a. Suponhamos, por absurdo, que c < «. 


Logo, « ¢ A, ou seja, existe n; € N tal que « > x, para todo n > nı. 
Então, « > b, para todo n > ny. Mas, ax = inf bn, OU Seja, « < b, para 
ne 


todo n EN. 


Assim, « = by = sup Xn para todo n > ni. 


Tome e = -(& — c). Então, para todo n > ny, existe m > n tal que 


NI= 


: 1 
A— E < Xm, OU SOJA, Xm > AS >c. 


(x +c) < xn é ilimitado, 


NI= 


Portanto, o conjunto dos índices n tais que 


logo, infinito. 
Então ala + c)ceA e la+ c) >c = sup A, o que é uma contradição. 


Logo, c = sup A = a = lim sup xn. 


5. Seqüências de Cauchy 


Definição 5.1 Dizemos que uma seqüência (xn) é de Cauchy quando 
para todo e > 0 dado, existir no € N, tal que |xm — xn| < e quaisquer que 
sejam m,n > no. 


Teorema 5.1 Toda seqüência convergente é de Cauchy. 


Prova. 


Seja a = limx,. Dado e > 0, existe no € N tal que |xm — al < 5 e 


€ . x 
hy = al < 5» quaisquer que sejam m,n > no. 


E € 
Logo, xm — Xnl < xm — al + [xn — al < 3 + 35€ para todos m,n > no. y 
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Antes de provarmos a recíproca do teorema acima, vamos demons- 
trar dois lemas importantes. 


Lema 5.1 Toda segúéncia de Cauchy é limitada. 


Prova. 
Seja e = 1 > 0. Então, existe ny € N tal que |xm — xn! < 1, quaisquer 
que sejam m,n > no. 


Em particular, xm — Xn,| < 1, OU Seja, xn, — 1 < Xn < Xm, + 1 para todo 
n > no. 
Sejam a o menor e b o maior elementos do conjunto 

{xn — 1, Xn + Lys pace EA 


Então, a < xn < b para todo n € N, ou seja, a sequência (xn) é limitada. g 


Lema 5.2 Se uma seqüência de Cauchy (xn) possui uma subseqüência 


convergindo para a € R, então lim xn = a. 


Prova. 

A E . . 
Dado e > 0, existe ny € N tal que |xm — xnl < 7 quaisquer que sejam 
m,n > no. 
Como a é limite de uma subseqúéncia de (xn), existe, pelo teorema 4.1, 


€ 
nı EN, n > no, tal que |xn, — al < 3 


Logo, 


€ € 
Ra 0 < Xn — Xn | + Xn, — alļ < A 


para todo n > no. 


Com isto, provamos que a = lim x. 
Teorema 5.2 Toda sequência de Cauchy de números reais converge. 


Prova. 
Seja (xn) uma sequência de Cauchy. 


Pelo lema 5.1, (xn) é limitada e, portanto, pelo corolário 4.1, (xn) possui 
uma subsequência convergente. Então, pelo lema 5.2, (x,) é conver- 
gente. 
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Sequências de Cauchy 


Observação 5.1 (Método das aproximações sucessivas) 


Seja 0 < A < 1 e suponhamos que a segiência (xn) satisfaz a seguinte 
condição: 
¿E = é RR £ Mxn+1 Es Xal , para todon €N. 


Então, Ixnm — Xn] < A™!|x2 — xıl, para todon EN. 


De fato, sen = 1, a desigualdade é válida, e se |xn41 — Xn| < Axo — xıl, 
então 


Xn+2 — nal < Ansa — Xn] < Axo — xl. 
Assim, para m, p € N arbitrários, temos: 
pa = Xnl < po = pil ple Xn — Kan 
< (ATP ater AM lx — xal 


= NA aaa Ae po 


1— AP an] 
= Ato lx — xl < — xıl. 
a N 77 M2 xal 
as E l 
Como lim x2 — xı| = 0, dado e > O, existe no € N tal que 


n—> o0 — À 


n—1 


1-A 


0< x2 — x1|< £ para todo n > no. 


Logo, |xn+p — Xn] < e para todo p € N e todo n > no, ou seja, |xm— Xn] < € 
quaisquer que sejam m,n > no. 


Então, (xn) é de Cauchy e, portanto, converge. 


Aplicação: Aproximações sucessivas da raiz quadrada 


Seja a > 0 e seja a seqüência definida por xı = c, onde c é um 


; a de Ra 1 a 
número real positivo arbitrário, e xn41 = 3 = + 2) para todo n e N. 
n 


Se provarmos que a sequência é convergente e limx, = b > O, 
entáo teremos que 
a 


E eat 1 a 


Logo, b = S, ou seja, b? = a. 
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Para isto, precisamos provar antes o seguinte lema: 


Lema 5.3 Para todo x > 0, tem-se 5 (x+ £) > S. 

Prova. 

1 a a a. 2ya 2 a? E 
(+3 > 1/5 a x +2a + -7z > 2a, 0 que é 


2 
E =? a 
verdadeiro, pois x > 0 e = > 0.m 


e Pelo lema, temos que xn > 4 E , para todo n > 1. Portanto, Xn Xm+1 > 5 ; 


ou seja, < 1 para todo n > 1. 


2Xn Xn+1 
i a 1 
Afirmação: |xn+2 — Xnyıl| < 5 [Xn41 — Xn| para todo n > 1. 


De fato, como 


Xn+2 — X E TE = E ai 
n+2 n+l — 2 n+1 Xn 7 n Xn 
1 a 1 1 
= z (Xn = Xn) + 2 E — =) 
1 = 
= —[Xm41 == Xn) + 4 Xn — Xn+1 
2 2 Xn+1 Xn 
temos que 
|Xn+2 — Xn.+21 en 1 a < 1 
Xn+1 — Xal 2 2XnXn+ı| 2 f 
. a 
ois 0 <= <l, 
p 2XnXn+1 


e Pela observação 5.1, (xn) é de Cauchy e, portanto, convergente, e 


lim xn = b > 0, pois xn > E para todo n > 1. 


6. Limites infinitos 


Definição 6.1 Dizemos que uma seqüência (xn) tende para mais infi- 
nito, e escrevemos limx,, = +00, quando para todo número real A > 0 
dado, existir ny € N tal que x, > A para todo n > no. 
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Limites infinitos 


Exemplo 6.1 Se xn = n, então limxn = +oo, pois dado A > 0, existe 
no E N tal que ny > A. Logo x, = n > A para todo n > no. 


Exemplo 6.2 Seja a seqúéncia (a”), onde a > 1. 
Como a > 1, existe h > 0 tal que a = 1 +h. Dado A > 0, existe ny € N tal 
que no > a Logo, pela desigualdade de Bernoulli, 

a= (1 +h)" > 1+nh>l1+noħh>A, 


para todo n > no. 


Logo, lim a” = +œ se a > 1. 


e Mais geralmente, uma sequência não-decrescente (xn) ou é conver- 
gente, se for limitada, ou lim x, = +00, se for ilimitada. 


De fato, se (xn) é não-decrescente ilimitada, dado A > 0, existe 
no E N tal que xn, > A. Logo, xy > xn > A para todo n > no. 


Observação 6.1 Se limx, = +00, então (xn) é ilimitada superiormente, 
mas é limitada inferiormente. 


Observação 6.2 Se limx, = +00, então toda subseqúéncia de (xn) 
também tende para +00. 


Exemplo 6.3 Para todo p e N, lim nº = +00, pois (1P,2P,...,nP,...) 


é uma subsequência da sequência (1,2,...,n...) que tende para +oo. 


Exemplo 6.4 A sequência (4/n)nen, para todo p € N, tende para +00, 
pois é crescente e ilimitada superiormente, já que (YnP)nen = (N)nen é 


uma subseqúéncia ilimitada superiormente da sequência (4/1) nen - 


Exemplo 6.5 A seqúéncia (n") nen tende para +00, pois n” > n para 
todo n € Ne a sequência (n) tende para +oo. 


Definição 6.2 Dizemos que uma sequência (xn) tende para —oo, e es- 
crevemos limx, = —oo, quando para todo A > 0 existir ny € N tal que 
Xn < —A para todo n > no. 


Observação 6.3 lim xn = +00 => lim(—xn) = —oo. 
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Observação 6.4 Se limx, = —oo então (xn) é ilimitada inferiormente, 
mas é limitada superiormente. 


Exemplo 6.6 A seqúéncia ((—1)"n)nex não tende para +00 nem para 


—oo, pois ela é ilimitada superiormente e inferiormente. 


Exemplo 6.7 A sequência (0,1,0,2,0,3,...) é ilimitada superiormente 
e limitada inferiormente, mas não tende para +00, pois possui uma sub- 
sequência (xzn—ı = 0) que não tende para +oo por ser constante. 


Teorema 6.1 (Operações aritméticas com limites infinitos) 

(1) Se limx, = +00 e a sequência (yn) é limitada inferiormente, então 
lim(xn + Un) = +00. 

(2) Se lim xn = +00 e existe c > 0 tal que y. > c para todo n € N, então 
lim(xn Un) = +oo. 


(3) Seja xn > 0 para todo n E N. Então lim xn = 0 <> lim - = +00. 


(4) Sejam (xn) e (yn) sequências de números positivos. Então: 
(a) se existe c > O tal que xn» > c para todo n € N e selimy, = 0, 


x É X 
então lim E = +00. 


n 


(b) se (xn) é limitada e limy, = +00, então lim E =0. 
Prova. 
(1) Existe b < O tal que y, > b para todo n € N. Dado A > 0, temos 
que A — b > 0. Logo, existe no € N tal que x, > A — b para todo n > no. 
Assim, Xn+UYn > A—b+b =A para todo n > no €, portanto 


lim(xn + Un) = +00. 
(2) Dado A > 0 existe no € N tal que x, > A para todo n > no. Logo, 
XnYn > A c = A para todo n > no. Portanto, lim xnyn = +00. 


(3) Suponhamos que limx, = 0. Dado A > 0, existe ny € N tal que 


1 1 i 
O< Xn < a Para todo n > no. Logo, Ra A para todo n > no. Assim, 


n 
LN 


n 
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Limites infinitos 


sa l 
Suponhamos, agora, que lim — = too. 


n 


Dado e > 0 existe ny € N tal que - > : para todo n > no. 


Então —e < 0 < xn < £ para todo n > no. 


Logo, lim xn = 0. 


(4) (a) Dado A > 0, existe no € N tal que 0 < yn < £. 


Xn 


Então, cá — = A paratodo n > no. 


7 


Logo, lim pm +00. 


Un 


(b) Seja b > 0 tal que 0 < xn < b para todo n € N. Dado e > 0, existe 


b 
no € N tal que yn > para todo n > no. 


Então, 0 ao — s e = e para todo n > no e, portanto, lim - =0.m 


Observação 6.5 co — oo é indeterminado, ou seja, se limx, = +00 € 
lim yn = —oo, nada se pode afirmar sobre lim(x, + y). 


Pode ser que a sequência (xn + yn) seja convergente, tenda para +oo, 
tenda para —oo ou não tenha limite algum. 


Exemplo 6.8 Se xn =n+a e yn = ~an , então limx, = +00, 
limy, =—oo e lim(x, + Un) = a. 


Exemplo 6.9 Se xn = vn+T e yn = —yn, então limx, = +00 e 
lim yn = —oo, mas 


, o a (vn+1-ynm(yn+1+yn) 
lim (en + yn) = mv vn) = lim Ee ER 
A ab ET 


Exemplo 6.10 Sex, = n? e yn = —n, então lim xn = +00, lim yn = —oo 
e lim(x, +yn) = lim(n?—n) = +00, poisn?-n=n(n— 1) >nsen > 2. 


E, portanto, lim(n — n?) = —oo. 
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Exemplo 6.11 Se xn = n e yn = (-1)”— n, então limx, = +00 e 
limy, = —oo, mas a sequência (x, + yn) = ((—1)”) não possui limite 
algum. 


Observação 6.6 z é indeterminado, ou seja, se limx, = +oo e 


limyn = +00, nada se pode dizer sobre o limite da sequência (=) ; 
n 


Pode ser que essa sequência convirja, que tenha limite +oo ou que não 
tenha limite algum. 


Exemplo 6.12 Se x, =n+1e y, =n-1, então lim xn = liM yn = +00, 
e 

Xan on n+l y 14 1/n 
Un Ia ii es e 


lim = 1. 


Exemplo 6.13 Sex, = n? e yn = n, então limx, = limy, = +00 e 


. X E 
lim 2 = limn = +00. 


n 


Exemplo 6.14 Se x, = (2+ (-1)Un e y, =n, então, limx, =-+00, 


lim yn = +00, mas a sequência (=) = (2+(—1)") não possui limite. 


n 


Exemplo 6.15 Se xw=an,a>0 e yn =n, então limx, = +00 


' 2o Xi i 
limyn = +00 e lim — = lima =a. 


n 


Exemplo 6.16 Se a>1, então lim L = +oo, para todo p € N. 


Como a > 1, a = 1 +h, onde h > 0. Logo, para todo n > p, 


n p+1 
0 j=0 


a = 
j= 
_ tenha Eh PA nin 1...(nop) r. 
2! p! 
Daí, 
w 2 
nP © nP nP! 2 n/ nP-2 
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n 


temos que lim L = +00, qualquer que seja p E N. 
n5oo nP 


Isto significa que as potências a”, a > 1, crescem com n mais rapida- 


mente do que qualquer potência de n de expoente fixo. 


Exemplo 6.17 Mas, lim 0, a>0. 


De fato, seja no € N tal que a. E 
No 2 


Então A E É < Es ara todo n > n 
i nn = Ano mºP A 


n 


0. 


n 
Logo, O < lim a < lim E 0, ou seja, lim 
n 2m 


a 
nn 


j 
Exemplo 6.18 Para todo número real a > 0, tem-se lim o = +00. 


De fato, seja no € N tal que = > 2. Logo, para todo n > no, temos que 


n! _ no no+1 — Mo+[in—m0) No! an-ne 
ar ar aq a ag i 
o on no! : mn 
ou seja, — > 2”. Como lim 2” = +00, temos que lim — = +00. 
an” (Z2a)no q ar 


Isso significa que n! cresce mais rápido do que a”, para a > 0 fixo. 


7. Séries numéricas 


e À partir de uma sequência de números reais (a,) formamos uma nova 
sequência (sn), cujos termos são as somas: 
Sn=41+... Fan, nen, 


00 


que chamamos as reduzidas da série > an. 


n=1 
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Notação: Usaremos também a 
notação 5 an para designar a 


00 
série >. a 


n=1 


100 


A parcela a, é chamada o n—ésimo termo ou termo geral da série. 


Se existe o limite 


s= lim s, = lim (a; +... + an), 
n—>oo 


n= oo 


dizemos que a série é convergente e que s é a soma da série. Escreve- 
mos, então, 


s= _am=0 ++... +an+.... 
n=l 


Se a sequência das reduzidas não converge, dizemos que a série 
>. an é divergente ou que diverge. 


Observação 7.1 Toda segiência (xn) pode ser considerada como a 
sequência das reduzidas de uma série. 


De fato, basta tomar a, = xı € anı = Xn41 — Xn, para todo n € N, pois, 
assim, teremos: 


S1 = X, 
S2 = üy +02 =X + X2 =X = X2, 
Sn = bao) +... + (Xn na) = Xn. 


00 
Assim, a série xı + De aa — Xn) converge se, e só se, a sequência (xn) 


n=1 


converge. E, neste caso, a soma da série é igual a lim xn. 
Teorema 7.1 Se Y a, é uma série convergente, então, lim a, = 0. 


Prova. 
Seja s = lim sn, onde sn = aj +... + An. 


Então, lim sn 1 = s. Logo, como a, = sn — sn-1, temos que 
lim an =lim(sn—sn1)=limsa—limsy =0. 


Exemplo 7.1 A recíproca do teorema acima é falsa. 


00 
: Ei da 1 1 
De fato, basta considerar a série harmónica ) —. Seu termo geral — 
n n 

n=1 


tende para zero, mas a série diverge. 
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Com efeito, para todo n > 1, temos 


sm = 1+3+(3+i) tėti titi) teta teta) 

2 43 4 5. 6 7 8 0U E U m 
side da 
N m 7 


Logo, a subsequência (sz) tende a +00. Como a sequência (sn) é cres- 
cente e ilimitada superiormente, temos que sn — +oo, ou seja, a série 


[0.0] 
harmônica Y diverge. 


n=1 


00 
Rs py l as sl 1 
e Como consequência, para 0 < r < 1, a série ) a diverge, pois a” = 


n=1 


para todo n > 1. 


Exemplo 7.2 A série geométrica Y a” é 


n=0 
o divergente, se |a| > 1, pois, neste caso, seu termo geral a” não 
tende para zero. 


o convergente, se |a| < 1, pois, neste caso, a sequência das reduzi- 


das é 


_ an+H 
RR E E e 


l-a 


1 
——, se la| < 1. 


1 na 
n fa = 1 a 
que te de para sto é, Y a RR 


n=0 


Observação 7.2 Das propriedades aritméticas dos limites de sequências, 
resulta que: 

ese » a, e » bn são séries convergentes, então a série > (a, + bn) é 
convergente e >) (an+bn)=>) an+} bn. 

ese > a, é convergente, então a série > (ran) é convergente e > (ran) = 
r} an, para todor € R. 


e se as séries ) a, e > b, convergem, então a série > cn cujo termo 
n—1 


2 anb; converge e Y cn 


j=1 


(2_ an) (Ž_ bn). 


geral écn = Y ab, + 


i=1 


Lembre que: n” 


eogn =n. 


= er log n 


< 
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séries >) a, e » ba. 


Como sn — s € tn —> t, temos que 


($ an) ($ b,) =s-t= lim s,t, = lim Y ap). 
1,j=1 


Afirmação: Y ce=> ajb;, para todo n € N. 


(=1 ij=l 


1 1 
O Sen=1,) c¿=c=a1b;= Y) ab; 


(=1 1 j=1 


o Suponhamos, por indução, que 
Dc = (È a) (Ea) A 
(=1 i=1 j=1 
Entáo, 
n+1 


Ses 


t=1 


| 


Dot E [> o) (Eo) Ten 


i=l 


n n n+1 
(E o) (E bj) + a aib n+1 + y An+1b; 
j= 


i=1 =1 


> o) [> a) F 2 aib n+1 F An+1Dn+1 T y An+1D; 
i=1 j=1 
n n+1 n+1 
(E o) (È bj) + 2 An+1D; 
i=1 
n+1 n+1 
(5º) (E) 
i=1 j=1 


o Veremos depois que, em casos especiais, 


e An) E ba) = 2 Pn, 


Il 


Il 


onde Pn = 3 [oro RPE = bn + a2bn-1 +... + anby. 


i=1 


é convergente e sua soma é 1. 


at] 
Exemplo 7.3 A série a ET 


De fato, sejam sn = a1+...+ 4, € tn = bı +... + bn as reduzidas das 
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De fato, como = ! , a reduzida de ordem n da série é 
n(n+D) n n+1 
1 1 1 1 1 1 
s= (1 TE e ie E 
1 ; 
Logo a Mes 


Exemplo 7.4 A série JS (-1)"+1 = 1—1 +1-— 1+... é divergente, pois 
seu termo geral não tende para zero. Suas reduzidas de ordem par são 


iguais a zero e as de ordem ímpar são iguais a um. 


Observação 7.3 A série 2. an converge se, e somente se, 3 an 


n=l n=no 


converge, onde no € N é fixo. 


De fato, as reduzidas da primeira série são sn = a; +... + an e as da 
segunda série são tn = An, + Ano+1 +++ + Amin, OU Seja, tn+1 = Sno4n— 
Sn,—1- LOgO, sn Converge se, e somente se, t, converge. 


e Isto significa que a convergência de uma série se mantém quando dela 
retiramos ou acrescentamos um número finito de termos. 


Teorema 7.2 Seja a, > 0 para todon e N. A série X an converge se, e 
somente se, a sequéncia das reduzidas é limitada, ou seja, se, e somente 
se, existe k > 0 tal que sn = aı +... + an < k para todo n e N. 


Prova. 
Como an > 0 para todo n, a sequência (sn) é monótona não-decrescente. 
Logo, (sn) converte se, e somente se, (sn) é limitada. g 


Corolário 7.1 (Critério de comparação) 


Sejam > an e » bn séries de termos não-negativos. Se existem c > 0 
e no E N tais que an < cb, para todo n > no, então a convergência de 
Y b, implica a convergência de 3 an, enquanto a divergência de Y an 
acarreta a de > bn. 


Prova. 
Sejam s’, = An, +... + an et, = bn, +... + bn para todo n > no. 
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o Sea série > b, converge, existe k > 0 tal que bı +... + bn < k 
para todo n € N. Logo, a sequência crescente (s!) converge, pois s! < k 
para todo n > no. 


[0.0] 
Assim, a série Y an converge, e, portanto, Y an é uma série conver- 
nno n=l 


gente. 


o Se a série > a, diverge, a sequência (sn) de suas reduzidas, 
tende a co. Como s;, = Sn —Sn,-—1, temos que a sequência (s;) tende a oo. 


z = y ; 1 E 
Então a série >) bn diverge, pois tn > t} > ¿Sm para todo n > no, já que 


bn > anc para todo n > no. 


Exemplo 7.5 Ser > 1, a série Y L é convergente. 


n=1 
1 pasa e ae READ Ra 
Como os termos = da série são positivos, a sequência (sn) de suas re- 
duzidas é crescente. 


Então, para provar que (sn) converge, basta mostrar que (sn) possui uma 
subsequência limitada. 


Para m =2"—1, 


sa = (a+) t ithtar) 
m-1 = 7r 3r ar | 57 | Gr 7r [agia 
| 1 | | 1 
(2n-Dr A (27 — 1)" 
DE PR O E a 
27 4r JEE pone jr 
= 5 (2) 
= > i 
i=0 


; 1 1 
| = x 
pois (2n—1])r Gn + 2n-1 — 1)" 


2 pie DA : 
Como r > 1, temos e 1. Logo, a série >. (=) converge e é, portanto, 


n=0 
limitada. Assim, sm < c para todo m = 2” — 1, ou seja, a subsequência 
(Sm -1)nen é limitada. 
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Teorema 7.3 (Critério de Cauchy para séries) 


Uma série Y an é convergente se, e somente se, para cada e > 0 dado, 
existe no € N tal que 


[any t... eo) < €, 


quaisquer que sejam n > no ep EN. 


Prova. 
Seja (sn) a sequência das reduzidas da série > an. 


Como smp — Sn = Any +... + an+p; basta aplicar à sequência (sn) O 
critério de Cauchy para sequências. 


Definição 7.1 Uma série 3 a, chama-se absolutamente convergente 
quando a série > la, | é convergente. 


Exemplo 7.6 Toda série convergente cujos termos náo mudam de sinal 


é absolutamente convergente. 


Exemplo 7.7 Se —1< a < 1, a série geométrica 3 a" é absolutamente 


convergente. 


Mas nem toda série convergente é absolutamente convergente. 


sia E yA, E 
Exemplo 7.8 A série Y EU é convergente, mas náo é absoluta- 


n=1 


mente convergente. 


Já provamos que a série 


(=p 


2 


00 
n= 


2 1 
=) É, 


n=1 


n 


_ 


(— n+1 


é divergente. Vamos mostrar agora que a série >. é convergente. 


o Suas reduzidas de ordem par são: 


= (1 


s2 = 1— 


Sm 


| 
TO" 
—i 
N 

Neca 
+ 
SS 
Qi — 
Aj = 
<Ú_ A 
+ 
+ 
SS 
N 

lis 
| 

| 

y 
A 
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ES ) > 0, para todo j > 1, temos que a subsequência (sən) 


é crescente. 


Como ( 


Além disso, (sn) é limitada superiormente. 
Com efeito, existe c > 0 tal que 


1 1 1 
S2n ssi oa CS DADA 


< EE i | | < 
32 Te.. T (2n — 1)2 


C, 


; dis L 2 PER 
para todo n € N, pois a série >. 2 é convergente e, portanto, limitada. 
Logo, existe lim s,, = s’. 


o Suas reduzidas de ordem ímpar são: 


1 1 
s = l; ss = 1- (373) 
É = ( o) ( 1 1 JE 
2n-1 = 2 3) CAIN? Ino" 


Então a subsequéncia (s2n-1) é decrescente. 


Além disso, como, para todo n € N, 


1 1 1 

2x3 4x5 “ (Qn-DQn-1) 
11 1 

2 Po mn)? 


Ed RE TEE 
2 32 Quo) 


Pa 1. E 
e a série >) — é convergente, temos que a subseqúéncia (s2n 1) con- 
n 


S2n-1 = 


> 1 


verge, pois (s2n.1) é limitada inferiormente. 


Seja s” =lims 1. 


Como S2n+1 — Sm = — 0, temos que s’ = s”. Logo, a sequência 


1 
2n+1 


e] 
(sn) converge, es =s'=s"= Y Sai 


Definição 7.2 Se a série > a, é convergente, mas a série > |an] é 
divergente, dizemos que 5 a, é condicionalmente convergente. 
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Teorema 7.4 Toda série absolutamente convergente é convergente. 


Prova. 

Se a série > |a,| converge, dado e > 0, existe ny € N tal que 
agi) Es: [Ong] < E, 

quaisquer que sejam n > no e p € N. Logo, como 


[an+ EE E an+pl < [any] +... + [anp] <€, 


temos, pelo critério de Cauchy para séries, que a série ) a, converge. g 


Corolário 7.2 Seja Y b, uma série convergente com bm > 0 para todo 
nen. 


Se existem k > 0 € ny E N tais que la, | < kb, para todo n > no, então a 
série >) a, é absolutamente convergente. 


Prova. 
Dado e > 0, existe nı € N tal que 
bagi Fees F aa = bib bas s =, 
quaisquer que sejam n >n¡ ep eN. 
Tome nz = max{n;, no}. Então, 
lany] +... + lan+pl < k (bn+1 +... + bnp) < £, 


quaisquer que sejam n > no e p € N.m 


Corolário 7.3 Se, para todo n > no tem-se lan] < kc”, onde 0 < c < 1 
ek > 0, então a série > an é absolutamente convergente. 


Prova. 
Basta aplicar o corolário anterior, já que a série geométrica Y c” con- 
vergeseO<c<lm 


Observação 7.4 Tomando k = 1 no corolário anterior, temos que 


lan] < c” se, e somente se, yan] < c. 


Mas, se ¡/la,| < c < 1 para todo n > ny, então suplV|lalln > nı} < e 
para todo n; > no. 


Logo, lim sup V|lanl< c<1. 
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E reciprocamente, se lim sup 4/|an| < 1, então existe no e NeO<d<T 
tal que 1/lan| < d < 1 para todo n > no. 
De fato, seja 0 < d < 1 tal que limsupx, < d. Então, pelo corolário 4.3, 


existe no € N tal que i/la,| < d < 1 para todo n > no. 


Corolário 7.4 (Teste da raiz) 


Se existe c tal que x/la,| < c < 1 para todo n > no, então a série Y» a, é 


absolutamente convergente. Ou seja, se limsup /la,| < 1, então a série 
Y an é absolutamente convergente. 


Corolário 7.5 Se lim Jan] < 1, então a série Y a, é absolutamente 
convergente. 


Observacáo 7.5 Se existe uma infinidade de índices n para os quais 
Vlanl > 1, então a série » a, é divergente, pois seu termo geral não 


tende para zero. Em particular, isto ocorre quando lim Y/|anl > 1 ou 


lim inf Y|an| > 1. 


Observação 7.6 Se lim yan] = 1 e lima, = 0, a série ) a, pode 
convergir ou náo. 


ne 1 1 E 
Por exemplo, para ambas as séries ) — e > — temos que lima, = 0 e 
n n 


2 
e o o Too o alo O 
lim 3/la,| = 1, pois lim TA = 1 e, portanto, lim nz lim (5%) 1. 


Pa 1. E 1 
No entanto, a série ) — diverge e a série ) — converge. 
n n 


Exemplo 7.9 Consideremos a série Y na”, onde a,r € R. Temos 


n=1 
lim yma = lim (Yn) lal= al (lim yn)” = al. 
n= oo n=500 


Logo, a série converge se |a| < 1 er E R é arbitrário. 


Como |n"a”| > 1 para todo n € N, se |a| > 1 e r > 0, o termo geral da 
série náo tende para zero. 


Logo, a série >) n'a” diverge se la > 1er >0. 
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r ar = 
Selal>1er< 0, temos que lim e +oo. Logo, neste caso, a série 
n—>oo 


Y n'a” também diverge. 
Za 1 . 
eSea=ler<-l.asérie >. = converge, pois —r > 1. 


fi 1 À, i 
esea=1le-—1<r<0, a série — diverge, pois 0 < —r< 1. 
m ge, p 


E 


esea=-—1er<-—1, a série y ED" é absolutamente convergente, pois 


y 
Y — converge. 
n 


je 


é condicionalmente con- 


eSea=-1e-1<r<0 asérie y | 


vergente, como veremos depois, usando o critério de Leibniz (corolário 
7.9). 


Exemplo 7.10 Seja a série 14+2a+a?+2a3+0*+...420M 14474. .., 
cujos termos de ordem par são bzn = 2a?™! e os de ordem ímpar são 
ban = an, 


e Se |a| = 1, temos que lim |b,| 4 0, pois, neste caso, |b>,| = 2 € [ban] = 
1. Assim, a série diverge quando la] = 1. 


e Como lim %/|b,,| = lim Y2 im lal, e 


a 
mA banil = lim 2*</(a] = lim as al, 


temos que a série converge absolutamente se |a| < 1 e diverge se la] > 1. 


Portanto, a série converge (absolutamente) se, e somente se, la] < 1. 


Teorema 7.5 (Teste da razão) 


Sejam Y an uma série de termos não nulos e Y b, uma série conver- 


lan] < ba 


gente com b, > 0 para todo n. Se existe nọ € N tal que E o 


para todon > no, então > a, é absolutamente convergente. 


Prova. 
Seja n > no. Então, 
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[Any +2| < bno+2 [Ano +31 < Dno+3 [an] < bn 


[Any +1| E bno+1 , [Ano +2] T bno+2 “o |[an—1| — ba 


Multiplicando membro a membro essas desigualdades, obtemos 


lan] < bn 


, 


[Any +11 o Dao 


E An, > Pi Zo. 
ou seja, la, | < kb, onde k = o Então, pelo corolário 7.2, a série 


no +] 
> an é absolutamente convergente. 


Corolário 7.6 Se existe uma constante c tal que 0 < c < 1 e ve <c 
n 


para todon > no, então a série > an é absolutamente convergente. 


[an+ | 
lan] 


Ou seja, se lim sup <1,asérie> a, converge absolutamente. 
Prova. 

Basta tomar b, = c” no teorema anterior, pois a série geométrica >) c” 
converge se 0<c< 1. 


Corolário 7.7 Se lim Srt! < 1 então a série Y a, é absolutamente 


lan] 


convergente. 


Exemplo 7.11 Seja a série > na”. Como 


n+1 
lim o | = lima) ques ll, 


temos que a série 5 a, converge se la] < 1. 


Neste caso, o teste da raiz e da razáo levam ao mesmo resultado, pois, 
como já vimos, lim y/n [a|” = al. 


Exemplo 7.12 Considere a série 
1 +2a TORA A +a™ +... 


a a 7 a 
Para n par, lan! _ lal , €, para n ímpar janl = 2jal. 
lan] 2 lanl 
. a pa 
Logo, lim sup | sl = 2lal e, pelo teste da razão, a série converge se 
An 
lal < E 
2 
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Mas, como vimos antes, lim 1/|bn| = |al, onde b, é o termo geral da série. 
Logo, pelo teste da raiz, a série converge se Jal < 1. 


Veremos, depois, que o teste da raiz sempre é mais eficaz do que o 
da razão, pois 


E š a 
lim sup Y/Ja,| < lim sup | “o 
TL 


anl 


[An+1| 


e, se existe lim , então existe também lim Y/|an| e, mais ainda, 


lan 


esses limites coincidem. 


e 


Exemplo 7.13 Seja a série Y r onde x € 


n=0 


xH ni o l 


Como . = 
n+D! [xn n+1 


00 
pa KM 
— 0, temos que a série ) Are absoluta- 


n=0 


mente convergente para todo x € R. 


Observacáo 7.7 Quando lim Gt = 1 nada se pode afirmar, ou seja, 


[An] 


a série 3 a, pode convergir ou divergir. Por exemplo, 


z PORE T, «la . n+l 
e a série harmônica > — diverge e lim [anal ip Ep; 
n lanl n 
pla 1 «la i n+152 
e a série > — converge e lim lan) — lim (=) =1. 
n lanl n 


Observação 7.8 Quando ns > 1 para todo n > no a série $ a 


diverge, pois seu termo geral náo tende para zero. 


Mas, ao contrário do teste da raiz, não se pode concluir que a série > an 


[an+11 


diverge apenas pelo fato de se ter > 1 para “uma infinidade de 


lanl 
valores de n”. 
Com efeito, se >) a, é uma série convergente qualquer e an > 0 para todo 
n € N, a série a, +a1+a2+02+...+ 47 +4n +... também é convergente, 
pois sn = 2sn € Shn = 25n — Ay €, portanto, 

lim sô, = lim sî _, =2s=2) an, 
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onde s/ e sn são as reduzidas de ordem n das séries a; + a; + a2 + az + 
.tantan+...e> an respectivamente. 


Mas, se b, é o termo geral dasériea+tatata-+...ta+ta +... 


bay 


temos que = 1 para todo n ímpar. 


Teorema 7.6 Seja (an) uma seqúéncia limitada de números reais posi- 
tivos. Então, 


š é a P r a da a 
lim inf TĦ < liminf yan < lim sup yan < lim sup =. 


An An 


E a T a 
Em particular, se existir lim == 


, existirá, também, lim «/a, e os dois limi- 


An 


tes serão iguais. 


Prova. 
Vamos provar que 


è $ a E di 
lim inf Z€ < liminf ya. 
An 


Suponhamos, por absurdo, que 
a = lim inf a, ,¡a, > liminf yan =b. 


Então, existe c € R, tal que b < c < a, ou seja, 


z ý y m a 
b = liminf yan < c < lim inf Z” = a 
a 


n 


La . a E 
Pelo corolário 4.3, existe p € N tal que ="*! > c para todo n > p. Assim, 
An 
a Ap+ a 
prl >C; 1 p+2 SE peor m 
ap Ap+1 An—1 


>c, 


para todo n > p. Multiplicando membro a membro as n—p desigualdades, 


n 


a . n 
obtemos que = > c”, ou seja, yan > cVk para todo n > p, onde 
ap 


— tp 
k = Ki Logo, 
inf{ yan, Yann, ...} > inf ( Uk Ko... ) 
pois, 


ge Vai <cVk< Yam, 


para todo m > nen > p. Ou seja, Intl Y, Vk...) é uma cota 
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inferior do conjunto { Van, "*/an+1,...), para todo n > p. 
Assim, temos que 

lim inf yan > liminfe Yk = lime Yk =c, 
o que é absurdo, pois estamos supondo que liminf ¡/a,, < c. 
A desigualdade 


. . a 
lim sup ¥/an < lim sup o 
n 
prova-se de modo análogo. yy 


Exemplo 7.14 Consideremos a seqúéncia (xn), onde 


ed! e xx =ab", nel, 


ou seja, x = (a, ab, a?b, a?b?, ab? ...), onde a,b € R — {0}, a £b. 


X Fx X z o 
Como + = b, sen é ímpar, e {= = a, se n é par, temos que não 
X 


n n 


P . X . 
existe lim “T+! , pois a 4 b. 
X 


n 


Mas, 
. x 1 
e lim "4 /xma = lim(arbr-1)2-1 


i zi 
= lim ama bm 


= lima? zan bp? 
= va (limaze=0) vb (lim b zm) 
= Vab 

e lim Y%m = lim Var br = lim Vab = Vab 


Logo, lim /x, = vab. 


Este exemplo mostra que pode existir o limite da raiz sem que exista 
o limite da razão. 


1 


Exemplo 7.15 Seja xn = + E Tome yn = 7. Então, xn = yn- 
Como 
lim “+ = lim define = 0% 
Un (n +1)! n+1 
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temos que lim ¡/y, também existe e 


lim y, = lim a =0. 
n 


Logo, lim xn = lim yn = 0. 


E n i n= a 
Exemplo 7.16 Seja xn = va e considere yn = ~y. Então, Un = xn. 
Como 
Un+1 o m41) n! aaa em | au 
Un n+D! mm n!(n + Dn” es RE 


temos que existe lim /y, e 


limx, = lim yy, = lim 449 =e. 
Un 


Teorema 7.7 (Teorema de Dirichlet) 


Seja Y a, uma série cujas reduzidas sn = a +... + a, formam uma 
seqúéncia limitada. Seja (bn) uma segúência não-crescente de números 
positivos com lim bn = 0. Então a série >) a,b, é convergente. 


Prova. 
Vamos mostrar, primeiro, por indução, que, para todo n > 2, 


ab; + a2b2 + azb3+... + Anda = ys Si-1 (bis — bi) + Snbn, 
t=2 


ou seja, 


abı +a2b2 +... +anbn = a(by—b>)+ (a; + as)(bz — b3) 


(aj + a2 + az)(b3 — b4) 


++ ... + (a1 +... + an) bn. 
De fato 
e Se n = 2, ab; + a2b2 = aı(bı — bs) + (aj + a>2)b. 


e Suponhamos que a igualdade é verdadeira para n. Entáo, 
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Dj + a2b2 + . .. dada + da Da 


= X Si—1(bi—1 — bi) + Snbn + an+ bn 
=? 


= 5 Sil (bi m bi) T Sn(bn = Dny) + SnBdn+1 + an+ bn 
i=2 


n+1 


= >. Si (bi Baras 
i=2 


Como a sequência (sn) é limitada, existe k > 0 tal que |sn| < k para todo 
n eN. 


Temos também que a reduzida de ordem n da série de termos náo- 


negativos y a — bh) é by — bn, que converge para bı. 


n=2 


Logo, a série >. Sn_1(b,_1—b,,) é convergente, pois a série S (Mama — bn) 
n=2 n=2 


converge e 
[Sn-1 (bn — ba) < k(bn- no ba) , para todo n 2 2. 


00 
Então a série =. a,b, é convergente, pois lim s,b, = 0, ou seja, a redu- 


n=1 


zida > si(bi — bi) + snbn de ordem n da série ) anb, converge. g 
=2 


Corolário 7.8 (Critério de Abel) 


Se a série > an é convergente e (bn) é uma seqúéncia não-crescente e 
limitada inferiormente, então a série Y a,b, é convergente. 


Prova. 
Como a seqúéncia (bn) é náo-crescente e limitada inferiormente, existe 
lim bn = b e b < bn para todo n € N. 


Logo, lim(bn — b) = 0 e (bn — b) é uma sequência não-crescente. 


Então, pelo teorema de Dirichlet, a série > an(bn — b) é convergente e, 
portanto, a série Y a,b, também é convergente, já que a série 5 ba, 
converge.m 
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Corolário 7.9 (Critério de Leibniz) 


Se a sequência (bn) é não-crescente e lim b, = 0, então a série Y (—1)"bn 
é convergente. 


Prova. 
Pelo teorema de Dirichlet, a série > (—1)"b, converge, pois as reduzidas 
da série >) (—1)" são limitadas por 1. 


(—1) 


Exemplo 7.17 A série y é convergente para todo r > 0, pois a 


A ME 
sequencia nr é decrescente e tende para zero. 


1 
n” 


Logo, a série >. é condicionalmente convergente para O < r < 1, 


ogi Pap to, 
pois já provamos que a série >. — Não converge quando r < 1. 


Exemplo 7.18 Se x £2mk,k € Z, as séries Y PO E SED , 


n n 
n=1 


são convergentes. 


in IN. 
Como a sequencia (=) é decrescente e tende para zero, basta mostrar 


que as reduzidas sn = cos(x) + cos(2x) +... + cos(nx) e ta = sen(x) + 
sen(2x) +... +sen(nx) das séries >) cos(nx) e > sen(nx) são limitadas. 


Temos que 1 + sn e tn São, respectivamente, a parte real e imaginária do 
número complexo 
. . j= (ad nt] 
1X mx __ 
1 + e + ... + e — J] ex 


Logo, como ei* 4 1, pois x 4 27k, k € Z, temos que 


j= (ei) n+1 


1 — ex , para todo n e N. 


= |1 — et¥| 


Ou seja, a sequência (1 +eX +... + e™*) -y é limitada e, portanto, as 


sequências de suas partes reais e imaginárias são, também, limitadas. 


Observação 7.9 Dada uma série > an, definimos 
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an Sea >0 
Pn = 
0 se an <0. 


O número p,, é chamado parte positiva de an. 
Analogamente, definimos a parte negativa de a, como sendo o número 


0 sea, >0 
qn = 


Então, para todo n € N temos pn > 0,q.>0e 
An =Pn— On; lanl = Pad lanl = an +2qn; lan] = 2Pn— an. 


e Se > a, é absolutamente convergente então, para todo k € N, temos: 


00 k k k 
2 la > > lanl=) pat) que 
n=1 n=1 n=1 n=1 


Logo, as séries > pn e > qn são convergentes, pois suas reduzidas for- 
00 

mam sequências náo-decrescentes limitadas superiormente por E lanl. 
n=1 

E, reciprocamente, se as séries > pn e > qn são convergentes, então a 

série > a, é absolutamente convergente. 


e Mas, se a série 3) a, é condicionalmente convergente, então as séries 
> pn € > qn divergem. De fato, se pelo menos uma dessas séries con- 
verge, a série > an também converge. 


Suponha, por exemplo, que a série > qn converge. 


Então, a série > |an| converge, pois 


k k k 00 00 
> lar] = Y an+2) qn => Y an+2) qn. 
n=1 n=1 n=1 n=] m=1 


O caso em que a série > pn converge, prova-se que a série > la,| con- 
verge de modo análogo usando a relação |an| = 2pn — an, para todo 
nen. 


A d JA E 
no e 4” 


Exemplo 7.19 Já sabemos que a série Y = 


n=1 


. .. é condicionalmente convergente. Então, a série das partes positivas 
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Y pn=1+0+3 +0+... e a série das partes negativas Y qn =0+ 5 + 


0+ : +... divergem. 


8. Aritmética de séries 


Vamos investigar, agora, se as propriedades aritméticas, tais como 

associatividade e comutatividade, se estendem das somas finitas para as 
séries. 
e Associatividade: Dada uma série > a, convergente, ao inserirmos 
parênteses entre seus termos, formamos uma nova série cuja sequência 
(tn) das reduzidas é uma subsequência da sequência (sn) das reduzidas 
da série > an. 

Como (sn) é uma sequência convergente, (tn) também o é, ou seja, 


00 


a nova série é convergente e sua soma é igual a s = 2 an- 
n=1 
Por exemplo, a reduzida tn da série 
(a, + a2) + (az + a4) + (as + a6) +... 


é igual a s2n. 


e Dissociatividade: Ao dissociarmos os termos de uma série conver- 
gente, obtemos uma nova série, em relação à qual a série original pode 
ser obtida por associação de seus termos. Assim, a sequência das re- 
duzidas (sn) da série original é uma subsequência das reduzidas (tn) da 
nova série. Então, (sn) pode convergir sem que (tn) convirja. 


Por exemplo, dada a série > a, convergente, podemos dissociar 
seus termos da forma a, = a, + 1 — 1. Então, a nova série 
q +1 l+a,+1 l+a3+1-1+... 


diverge, pois seu termo geral náo converge para zero. 


Mas, quando a série >) a, é absolutamente convergente e dissocia- 
mos seus termos como somas finitas an = a! +... + ak de parcelas com 
o mesmo sinal, a nova série obtida converge e converge para a mesma 
soma. 


118 J. Delgado - K. Frensel 


Aritmética de séries 


Suponhamos, primeiro, que a, > O para todo n € N. Se escre- 
vermos cada a, como uma soma finita de números não-negativos, obte- 
mos uma nova série ) bn, com b, > 0, cuja sequência das reduzidas 
(tn) é uma sequência não-decrescente, que possui como subsequência a 
sequência (sn) das reduzidas da série > an. 


Como a subsequência (sn) é limitada superiormente, por ser conver- 
gente, então (tn) é, também, limitada superiormente. Logo, (tn) converge 
e converge para o mesmo limite da subsequência (sn). Ou seja, a nova 
série ) bn converge e tem soma > b, => an. 


Seja, agora, uma série > a, absolutamente convergente. 


Se pn € qn São, respectivamente, a parte positiva e a parte nega- 
tiva de an, temos que as séries > pn e >) qn têm todos os termos não- 
negativos, são convergentes, e 

2 an=} Pn} qn. 

Como toda dissociação dos a, em somas finitas de parcelas com 
o mesmo sinal determina uma dissociação em > pn e outra em > qn; 
temos, pelo visto acima, que esta dissociação mantêm a convergência e 
o valor da soma das séries > pre > qn. 


Logo, a nova série é convergente e tem a mesma soma que > an- 


Exemplo 8.1 Sejam > a, e > bn séries convergentes com somas s e 
t, respectivamente. Já sabemos que a série 3 (an + bn) = (a + bi) + 
(az + b2) +... converge para s + t. 


Vamos provar que a série a, + bı + a2 + b2 + .. ., obtida pela dissociação 
dos termos da série 5 (an + bn) converge e sua soma é s +t. 


Observamos, primeiro, que esta afirmação não decorre do provado acima, 
pois não estamos supondo que > ane > b, sejam absolutamente con- 
vergentes e nem que os seus termos a, e b, tenham o mesmo sinal. 


Sejam sn € tn as reduzidas das séries 3) a, e > bn respectivamente. 


Então, a série a¡ +b1+a2+b>+a3+b3+... tem como reduzidas de ordem 
par rən = sh +t, e como reduzidas de ordem ímpar rn. 1 = Sn 1ttn1+an. 


Como lim a, = 0, segue-se que lim rən = lim rn 1 = s +t. Logo, lim rn = 
s+t,ouseja, a série a; + bı + a2 + b2 +... converge e tem soma s +t. 
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e Comutatividade: Dada uma série > an, mudar a ordem de seus termos 
significa considerar uma bijeção q : N —> N para formar uma nova série 
>. bn, cujo termo geral é bn = aom), para todo n e N. 


Definição 8.1 Uma série > a, é comutativamente convergente quando, 
para toda bijecáo q: N — N, a série > bn, cujo termo geral é bn = A ym)» 
é convergente e > a, =>) bn. 

py 1 1 


1 ; 
— | 
A 1 37 7 +... é convergente, 


Exemplo 8.2 A série Y E 


Provaremos depois que a soma s A 
da série do exemplo 8.2 é igual a mas não é absolutamente convergente. 
log 2, usando a série de Taylor da 
função logaritmo. 29 


(ye di Pm 1 
Seja s = >. ER Multiplicando os termos da série por 7 obtemos 


s GEP _ 1 1 1 1,1 
2 2_ 2n o E o~ 


Entáo, 


s Ural a 1 1 
0 sd rs e 


pois, quando incluimos zeros entre os termos de uma série, não alteramos 
a sua convergência e nem a sua soma. 


e De fato, se sn e tn são as reduzidas da série > an e da série > bn, 
obtida acrescentando zeros entre os termos an, temos que, dado no € N, 
existe mo € N, mo > no, tal que tm, = Sno- 

Assim, se |sn — s| < e para todo n > no, então It, — s| < e para todo 
m > mo, pois para todo m > mo existe n > no tal que tm = sn. 


Entáo, somando termo a termo as séries 


Ss 1 1 1 1 1 
= | | | | 
> 0+5+0 ¿FOFGH0 310 q 
e 
e lao O e 
A 2 3 4'5 6'7 8'9? 10 
obtemos a série 
3s e 11 MI 1,11] 
a tarte ¿+5 +0+5 ato" Er es 


Pela propriedade associativa, podemos retirar os termos zeros de uma 
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série sem alterar sua convergência nem a sua soma. Logo, 


l 11 1 1 1 1 1 1 
S=14 ES Lo o 


e Precisamos ainda provar que os termos da série > (a, + bn), onde 


A Dia 
2 0n=0+3+0 OA a 


E SR O a 


são os termos da série > bn, depois de eliminarmos os zeros, só que 
numa ordem diferente! 
(TH 
o De fato, como q.) =0, azn ==—— € b, = ——, temos: 
2n n 
Am + bznm = ban 


e 

o (— NH (1241 o (= 1) ra (— 2H 

azn + Dan = 2n ü 2n = 2n 
—2 (= [HI z pe 

Logo, azn + bm = ni sen é par, e am + bən = 0 se n é impar. 
e Provamos, assim, que os termos da série 

1 1 1 1 1 1 1 1 

| | | 
1+3 2455 E et 


; AS pas a 57 . z 
cuja soma é >, são os mesmos da série original, cuja soma é s, apenas 
com uma mudança de ordem. 


Assim, uma reordenação dos termos de uma série convergente pode al- 


terar o valor da sua soma! 


Teorema 8.1 Toda série absolutamente convergente é comutativamente 
convergente. 


Prova. 
e Suponhamos, primeiro, que >) a, é uma série convergente com a, > 0 
para todo n. 


Seja q: N — N uma bijeção e tomemos bn = aç(n)- 


Vamos provar que a série > bn é convergente e que > b, => an. 
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Sejam sn =41+...+ An € tn = Ap(1) +... + Ap(n) as reduzidas de ordem 
n das séries >) a, e » bn, respectivamente. 


Afirmação 1: Para cada n e N existe m e N tal que tn < Sm. 


De fato, seja m = max (y(1),..., p(n)). Então 
{tẹ(1),... pm) c {1,2,...,m}. 
Logo, 
D E mia 
n=1 i=1 


Afirmação 2: Para cada m e N, existe n e N tal que sm < tn. 


m m 
De fato, dado m € N, temos que sm => ai=} bono. 


i=l i=1 
Seja n = max (pg '(1),...,q"!(m)+. Então, 
AA (n)} c {1,2,... n}. 
Logo, 
Sm = Upim E) Si 
i=1 j=1 


Afirmação 3: lim sn = lim tn = s , ou seja, 3 b, é convergente e 


Y bas DO 
De fato, como s = liM sm = Supsm e t = limt, = supt,, temos que 
meN neN 


Sm < s para todo m € Ne tn < t, para todo n € N. 


Assim, pelas afirmações (1) e (2), tn < s para todo n € Ne sm < t para 
todo m E N. 


Portanto, t < s e s < t, ou seja, s = t. 


e No caso em que a série > a, é absolutamente convergente, temos que 
Y an=} Pn—) qn, onde p, e qn são a parte positiva e a parte negativa 
de an, respectivamente. 


Afirmação 4: Toda reordenação (bn) dos termos a, da série original dá 
lugar a uma reordenação (un) para os pn e uma reordenação (vn) para 
os qn, de tal modo que cada un é a parte positiva e cada v, é a parte 
negativa de bn. 
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De fato, se bn = aom), sendo q : N — N uma bijeção, temos que: 


Un = Poin) = Com) = bn, Se Aon = ba >0 


Vn = 0= doln) = —agen) = —ba, Se don) = ba < 0 

Va =0= Qo(n) =): SE (mn) = b,>D0. 
e Pelo provado anteriormente, as séries >) un e > vn convergem, sendo 
2Un=2 Pn € )vm=) dn- 


Logo, a série 5) bn é absolutamente convergente e } b, => un— > vn. 


Além disso, ) an=} pn—-»>» qn=} Un. —)» w=} bom 


Teorema 8.2 Seja Y a, uma série condicionalmente convergente. Dado 
qualquer número real c, existe uma reordenação (bn) dos termos de > an, 
de modo que }_ bn =c. 


Prova. 
Sejam p, a parte positiva e q, a parte negativa de a,. Como a série 
Y a, é condicionalmente convergente, temos que lim a,, = 0, e, portanto, 
limpa = lim qn = 0, mas > pn = +œ € ) qn = +00. 
Vamos reordenar os termos da série >) a, da seguinte maneira: 
Sejam 

o nı E No menor índice tal que p¡+...+Pn, >C. 


o m€ No menor índice tal que 
P+F... t Pr ~ Qi See m= qn <C. 


o n3 € No menor índice tal que 
pı +... + Pn: q>—...— q F Piit Fe tF Prs >C. 


o n4 €N o menor índice tal que 
Pi +.. +H Pn do. dm EPn too t Pn Am T.e Qu <C. 


Esses índices existem, pois ) pn = +00 € 5 q. = +00. 


Prosseguindo desta maneira, obtemos uma reordenação da série tal que 
as reduzidas t, da nova série tendem para c. 
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De fato, para todo i > 3 ímpar, temos 


Ni+1 n-1 


burma = -X v- a qe < C< > pr >. qe = tn itn > 
t=1 


0< a = Pos. É : in E Uni 


ni n-1 
pois n; é o menor inteiro tal que Y p,— Y qe > c e niy é o menor 
j=1 £=1 


n;+1 
inteiro tal que ye a qe < c. 
j=1 
Sendo lim pn, = lim qn,,, = 0, temos que lim tm, = lM tni 14m; =0. 


Além disso, dado n € N, existe i ímpar, tal que 
o Mma tn <n < Nn + nin = tuna ShS tnim 
ou 
o Mit Mia <N < nip + Ni > tum Sh Emi 1 +: 42 > 


Logo, lim t, = c, ou seja, a nova série tem soma c.m 


Observação 8.1 Podemos reordenar uma série Y a, condicionalmente 
convergente de modo que a série reordenada tenha soma +00 ou —oo. 


De fato, sejam 
o nı ENtal que pı +... +Pn >1+q1, 


o m€ Ntalque n > n; e 
pit... +Pn — dı Pn +... Pa > LAP dos 


o ns €N tal que n; > me 
Pi +... +Pn — q1 Pn ae Ps — de + Pn +... PP > 3+ ds 


Prosseguindo desta maneira, obtemos uma reordenação da série > an, 
de modo que as reduzidas t, da nova série satisfazem: 
tarin>1+q>i e tnm>i,paratodoieN. 


Além disso, se n > n; + (i— 1), existe j > i tal que n = n; + (j—1) ou 
n=n +j OU + j<N< nj +j. 


Logo, tn >j > 1, POÍS tr, = tntj Prj +--+ Prp- 


Como, dado A > 0, existe io € N, tal que iy > A, temos que tn > ip > À 
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para todo n > Ni +(i)-1) - 
Portanto, as reduzidas da nova série tendem para +00. 
Para provar que existe uma reordenação dos termos da série > a, de 


modo que a nova série tenha soma —oo, basta trocar p; por q; no argu- 
mento acima. 


Corolário 8.1 Uma série 3 a, é absolutamente convergente se, e so- 
mente se, é comutativamente convergente. 


Teorema 8.3 Se 2 a, e y bn são séries absolutamente convergen- 


n>0 n>0 


tes, entáo 
O an) >. Dr) = > Cn; 


onde cn = aobn + abn- +... + anbo para todon > 0. 


Prova. 
Já sabemos que, para todo n > 0, 


n TR n 
) a; ) b; = ) aibj = Xo HXi +... +Xn, 
i=0 j=0 Lj=0 


onde 
n n—l 
Xa = e ibn + >. anbj 
i=0 j=0 
= Gob. + aibn +... + Arba. + abri +... + ando. 


E, portanto, () an) () bn) => xn. 
Pela dissociação dos termos xn, obtemos a série > a;b;, cujos termos 
são ordenados de modo que as parcelas de x, precedem as de xn41- 


Para cada k > 0, a reduzida de ordem (k + 1)? da série > la;b;] é 
k 


k k 
y lail bj] = >. lail 3 Ib; ] < e lanl >. bal], 
i=0 n>0 


ij=0 j=0 n>0 


ou seja, a subseqüência das reduzidas de ordem (k+ 1)? da série > la;b;| 
é limitada. 


Logo, a sequência das reduzidas da série _|a;b;| é convergente, por ser 
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não-decrescente e limitada, já que possui uma subsequéncia limitada. 
Assim, a série >) a;b; é absolutamente convergente. 
Reordenando e depois associando os termos da série 3 a;b;, obtemos a 


nova série Y cn, onde cn = apb, +... + anbo = E ab;. 


1H=n 


Como a série >) a;b; é absolutamente convergente, temos que 


> Ma > ha ==) ae) 6 


n>0 n>0 n>0 n>0 
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Parte 4 
Topologia da reta 


Nesta parte estudaremos as propriedades topológicas do conjunto 
dos números reais, de modo a estabelecer os conceitos de limite e conti- 
nuidade de funções reais de variável real. 


1. Conjuntos abertos 


Definição 1.1 Sejam X c Rex e X. Dizemos que x é um ponto interior 
de X quando existe um intervalo aberto (a,b) tal que x € (a,b) C X. 


Isto significa que todos os pontos suficientemente próximos de x ainda 
pertencem ao conjunto X. 


Observação 1.1 x é um ponto interior do conjunto X se, e só se, existe 
e > Otal que (x—e,x+e) C X. 


De fato, se x € (a,b) € X, tome e = miníx — a,b— x} > 0. 


Então, a < x— € < x+e€ < b, ou seja, (x — e,x+e) C (a,b). Logo, 
(x—e,x+e) CX. 


gz—E=Q $ TH+E b 


Fig. 1: Intervalo centrado em x de raio e contido em X. 


Observacáo 1.2 x é um ponto interior de X se, e só se, existe e > 0 tal 
que (y = x| < e = y € X. 
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De fato, 
ly = x| < £ & —e < y -x < E€ & x ce<xyu<xtetsSvelx—ex+He). 


Definição 1.2 O interior do conjunto X, representado por int X, é o con- 
junto dos pontos x € X que são interiores a X. 

Observação 1.3 

e intX cC X. 

e X C Y então int X c intY. 


e Se intX % Y, X contém um intervalo aberto, sendo, portanto, infinito 
não-enumerável. 


Logo, int X = Ø, se X é finito ou infinito enumerável. 


Em particular int N = int Z = intQ = Ø. 


e O conjunto R — Q dos números irracionais, apesar de ser infinito não- 


enumerável, também possui interior vazio, pois todo intervalo aberto contém 
um número racional. 


Exemplo 1.1 Se X = (a,b) ou X = (-00,b) ou X = (a,+00), então 
intX = X. 
De fato, no primeiro caso, para todo x € X, temos x € (a,b) C X. No 


segundo caso, dado x € X, temos x € (x — 1,b) € X, e, no terceiro caso, 
dado x € X, temos x € (a,x + 1) C X. 


Logo, X C int X, ou seja, X = int X. 


Exemplo 1.2 Sejam X = [c, d], Y = [c, +00) e Z = (—oo, d]. Então, 

intX = (c,d), intY =(c,+00), intZ = (—oo, d). 
De fato, se x € (c,d), temos que x € (c,d) € X. Logo, (c,d) C intX. 
Além disso, como para todo intervalo aberto (a, b) contendo c, (a,c) É X, 
temos que c ¢ intX. 
Do mesmo modo, d ¢ intX, pois para todo intervalo aberto (a,b) que 
contém d, temos que (d, b) 7 X. Então, intX c (c,d). Logo, intX = (c, d). 


Analogamente, podemos provar os outros casos e, também, que 
int(c, d] = int[c, d) = (c, d). 
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Definição 1.3 Dizemos que um subconjunto A c R é um conjunto aberto 
quando todos os seus pontos são interiores, isto é, quando int A = A. 


Assim, A C R é aberto se, e somente se, para cada x € A existe um 


intervalo aberto (a, b) tal que x € (a,b) C A. 


Exemplo 1.3 O conjunto vazio é aberto, pois um conjunto X só deixa 


de ser aberto se existir algum ponto de X que não está em seu interior. 


Exemplo 1.4 A reta R é um conjunto aberto. 


Exemplo 1.5 Um intervalo é um conjunto aberto se, e só se, é um in- 
tervalo aberto. Ou seja, os intervalos da forma (a,b), (a, +00), (—oo, b) 
sáo os únicos tipos de intervalos que sáo conjuntos abertos (ver exemplo 
1.2). 


Exemplo 1.6 Todo conjunto aberto não-vazio é não-enumerável. 


Em particular, todos os subconjuntos de Q e todos os subconjuntos finitos 


de R não são abertos. 


Exemplo 1.7 Nenhum subconjunto do conjunto dos números irracio- 


nais é aberto, pois todo intervalo aberto contém um número racional. 


Teorema 1.1 A interseção de um número finito de conjuntos abertos é 
um conjunto aberto. 


Prova. 
Sejam As,...,An CR conjuntos abertos e seja 
A=A1M...NAz. 


Se x € A, então x € A; paratodoi=1,...,n. 


Logo, para cada i = 1,...,n existe um intervalo aberto (a;, bi) tal que 
KE (ai, bi) C Ai. 


Sejam a = max{a;,..., an} € b = min(b,,...,bj. 
Como para todo i = 1,...,n ai < x < b;, temos que a; <a <x < b < bi. 
Ou seja x € (a,b) C (a; bi) C A; para todo i = 1,...,n. 


Logo, x € (a,b) C A.J 
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Teorema 1.2 Se (Ar), € L é uma família arbitrária de subconjuntos 


abertos na reta R, então a reunião: 


A=|JA, 


AEL 


é um conjunto aberto. 
Prova. 
Se x € A = Uer Ar então existe Ao € L tal que x € A». 


Como Ay, é aberto, existe um intervalo aberto (a, b) tal que 
xe (a,b) C Aw. 


Logo, x € (a,b) CA, pois Az, C A.J 
Observação 1.4 Se (aj, b1) N (az,b2) + Ø, então 

(a1, b1) A (a2, b2) = (a, b), 
onde a = max{a;, a2} e b = min{b;, b2}. 


De fato, como existe x € (a4, b1) N (a2, b2), temos 
a <x<b¡e a, <x <b>. 


Logo, a¡<b,, aı < b2 € a, < by, az < bs. 


Então, a = max{a;, a2} < b = min{b;, b2}, ou seja, (a, b) é realmente um 
intervalo. 


Se y > a, então y > aı € y > Q2, e Se y < b, então y < bı € y < bz. 
Logo, se y € (a,b), então y € (a1, b1) N (az, ba). 
E, reciprocamente, se y € (a1, bı) N (a2, b2), então y > a, y > a € 


y < bı, y < b2. Logo, a < y < b, ou seja y € (a,b). 


Observação 1.5 A interseção de uma infinidade de conjuntos abertos 
pode não ser um conjunto aberto. 


: ] 1 1 
Por exemplo, considere, para cada n € N, o conjunto aberto A, = (==, =) 


e seja A = (nen An- 
Então, A = {0} e, portanto, A não é aberto. 


De fato, como 0 € A, para todo n € N, temos que 0 € A. 


. ; 1 
Seja, agora, x 4 0. Como |x| > 0, existe no € N tal que 0 < < |x], ou 
0 


130 J. Delgado - K. Frensel 


Conjuntos abertos 


seja, x Z Am = (=; L), 


no’ no 


Logo, se x Æ 0, então x ¢ A. 


Exemplo 1.8 Mais geralmente, se a < b, então 


ma lp la | 
a= (e b+) [a, b] 


n n 


De fato, se x € la, b], então a — <a<x<b<b+! para todo n € N, 


ou seja, x € f) (a- L b+ J Assim [a,b] C A. 


n=1 


. a 1 = 
Se x > b, existe no € N tal que - < x — b, ou seja, x > b + a Então 
0 0 
g T A e, portanto xg M (a-1 btt) 
i no’ no P , e n’ n)' 


i i 1 . 
De modo análogo, se x < a, existe no € N tal que an < 4 — x, OU seja, 
0 


1 1 1 
— —. Logo, =—, o 
x<a a g xg (a FA k 


) e, portanto, x ¢ A. 
0 


00 


Entáo, N (a- Lott) C la, b]. Logo, N (a- D+ 1) = [a,b]. 
n=1 


n=1 


Exemplo 1.9 Seja X =(x1,...,x,) um conjunto finito de números reais, 
COM x1 < X2 <... < Xn- 


Então, R—X = (—00, x1)U (x1, X2)U. . .U(xn-1, Xn]U (Xn, +00) é um conjunto 
aberto. 


Ou seja, o complementar de um conjunto finito de números reais é um 


conjunto aberto. 


Exemplo 1.10 O complementar R—Z do conjunto dos números inteiros 
é aberto, pois 


R=Z=|]mn+1 


neZ 


é uma reuniáo de conjuntos abertos. 
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Observação 1.6 Todo conjunto aberto A c R é união de intervalos 
abertos. 


De fato, para todo x € A existe um intervalo aberto I, tal que x € Ll, C A. 
Logo, 
A= Egis URCA, 


xEA xEA 


ou seja, A = | JL. 


acA 


Lema 1.1 Seja (Ire. uma família de intervalos abertos, todos con- 
tendo o ponto p € R. 


Então, I = U L, é um intervalo aberto. 
AEL 


Prova. 

Para cada À € L, seja l, = (ar, ba). Então, a, < b, quaisquer que se- 
jam A, u € L, pois a < p < Dj. 

Sejam a = infla, |A € L} e b = supíb, |A € L}. 

Então, a < a < p < b, < b, ou seja, a < b. 

Pode, ainda, ocorrer que seja a = —oo ou b = +00, ou seja, pode ocorrer 


que o conjunto (a, |à € L} seja ilimitado inferiormente ou que o conjunto 
(ba |A € L} seja ilimitado superiormente. 


Afirmação: (a,b) = | JL. 


AEL 


Como a < a, < b, < b para todo A € L, temos que U h, C (a,b). 
AEL 
Suponhamos que x € (a,b). 
Então, como a = infla, |A € L} e b = sup(b, |A € L}, existem ào, uo E L 
tais que am < X < bw- 
Se x < by, então x € (an, ba,) C U I Sex > ba, então a, < ba, < 
MEL 


x < buo, OU Seja, x € (Ayo, bu) C |_] Tn. Logo, (a,b) CL) L. y 
AEL AEL 
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Teorema 1.3 (Estrutura dos intervalos da reta) 


Todo subconjunto aberto não-vazio A C R se exprime, de modo único, 


como uma reunião enumerável de intervalos abertos dois a dois disjuntos. 


Prova. 

Para cada x € A, seja I, a reunião de todos os intervalos abertos que 
contêm x e estão contidos em A. Cada I,, pelo lema anterior, é um inter- 
valo aberto tal que x € I C A. 


Se I é um intervalo aberto qualquer que contém x e está contido em A, 
então, I C I,. Isto é, I, é o maior intervalo aberto que contém x e está 
contido em A. 

Afirmação 1: Se x,y e A, então 1, = L ou LN 4 = Ø. 


e Suponhamos que existe z € 1, N I}, ou seja, Ix N I # Y. Então, pelo 
lema anterior, I = Ix U I, é um intervalo aberto contido em A que contém 
os pontos xe y. Logo, I c ILe I c I}. Mas, como I > Ie I > I, temos 
que I = L = L}. 


Existe, portanto, um subconjunto L C A, tal que A = U Lele? 
xeL 


sexyelLexu. 


Afirmação 2: Se A — © J, é uma união de intervalos abertos dois a 
AEL 


dois disjuntos, então L é enumerável. 
e Para cada A € L, seja r(A) € JA N Q. 
Como Ja N Jy = Ø se 14 2', temos que r(A) 4 r(A') se A 4 2”. 
Ou seja, a função 
Til — Q 


A kh r(A) 


é injetiva. Logo, L é enumerável, pois Q é enumerável. 


Unicidade 
Seja A = © Jm, onde OS Jm = (am, bm) são intervalos abertos dois a 
mEN 


dois disjuntos. 
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Afirmação 3: am e bm não pertencem a A. 


De fato, se am € A, existiria p 4 m tal que am € Jp = (ap, bp). Então, 
pondo b = min(b,n, bp}, teríamos que (am, b) C Jm NJ, o que é absurdo, 
pois Inn Ip = Ø. 

De modo análogo, podemos provar que bm Z A. 


Afirmação 4: Sex € Jm ex e I cC A, onde I = (a,b) é um intervalo 
aberto, então I C Jm. Ou seja, Im é a reunião de todos os intervalos 
abertos contidos em A e contendo x, para todo x € Jm, ou melhor, Im = Ix 
é o maior intervalo aberto contido em A que contém x, onde x € Jm- 


e De fato, am < a < b < bm, pois se a < am (ver figura 2) ou bm < b 
(ver figura 3), teríamos, respectivamente, que am € A OU bm E A, O que é 
absurdo. 


Um bm 


Fig. 2: a> am. 


am bm 


Fig. 3: bm < b. 


Corolário 1.1 Seja I um intervalo aberto. Se I = A U B, onde A e B 
são conjuntos abertos disjuntos, então um desses conjuntos é igual a I e 
o outro é vazio. 


Prova. 

Se A 4# Øe B 4 Ø, as decomposições de A e B em intervalos aber- 
tos disjuntos dariam origem a uma decomposição de I com pelo menos 
dois intervalos, o que é absurdo, pela unicidade da decomposição, já que 
I é um intervalo aberto. g 


2. Conjuntos fechados 


Definição 2.1 Dizemos que um ponto a € R é aderente a um conjunto 


X c R quando a é limite de uma sequência de pontos x, € A. 
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Observação 2.1 
e Todo ponto a € X é aderente a X. 


Basta tomar a sequência constante xn = a, n € N. 


e Mas a € R pode ser aderente a X sem pertencer a X. 


Por exemplo, O é aderente ao conjunto X = (0, +oo), pois 1 € X, para todo 


1 
neNe- — 0. 
n 


Observação 2.2 Todo valor de aderência de uma seqüência (xn) é um 
ponto aderente ao conjunto X = {x1,X2,..., Xn,- ..}- Mas a recíproca não 
é verdadeira. Por exemplo, se xn — a e (xn) não é uma sequência 
constante, então a é o único valor de aderência da sequência, mas todos 
os pontos xn, por pertencerem a X, são pontos aderentes a X. 


Teorema 2.1 Um ponto a € R é aderente a um conjunto X C R se, e só 
se, (a— £,a + €) N X £ Ø para todo e > 0. 


Prova. 
(=>) Seja (xn) uma sequência de pontos de X tal que x, — a. 


Então, dado e > 0, existe ny € N tal que x, € (a — e,a + e) para todo 


n > No. 


Assim, (a — £,a + £) N X Æ Ø para todo e > 0. 
(<=) Para cada n e N, seja xn € XN (a- E a+ J Então (xn) é uma 
sequência de pontos de X tal que xn — a, pois |xn — al < T para todo 


1 


Corolário 2.1 Um ponto a € R é aderente a um conjunto X C R se, e 
só se, IN X £ Ø para todo intervalo aberto 1 contendo a. 


Prova. 
Basta observar que para todo intervalo aberto contendo a existe e > O 
tal que (a— £,a + £) C Lg 
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Corolário 2.2 SejamX c R um conjunto limitado inferiormente e Y C R 
um conjunto limitado superiormente. Então, a = infX é aderente a X e 


b = sup Y é aderente a Y. 


Prova. 
Dado e > 0, existem x € Xe y € Y tais que a <x<a+eeb—e<y<b. 


Logo, (a—e,a+e¿nNXX4SE (b—Ee,b+Ee)NY=2.y 


Definição 2.2 O fecho do conjunto X c R é o conjunto X formado pelos 
pontos aderentes a X. 


Observacáo 2.3 
eXcxX. 


eSeXcY=XCY. 


Definição 2.3 Dizemos que um conjunto X c R é fechado quando 


X =X, ou seja, quando todo ponto aderente a X pertence a X. 


Assim, X C R é fechado se, e só se, para toda sequência conver- 


gente (xn) de pontos de X tem-se limx, = a € X. 


Observação 2.4 SeX c R é limitado, fechado e não-vazio, então sup X 
e infX pertencem a X. 


Exemplo 2.1 O fecho do intervalo aberto (a,b) é o intervalo fechado 
[a, b]. 


€ (a,b), para n suficientemente 


e De fato, a,b € (a,b), pois a + La 1 
n n 


grande, e a+ E — a,b =i —> b. Logo, [a,b] C (a, b). 


Por outro lado, se (xn) é uma sequência de pontos do intervalo (a, b) que 


converge para c € (a,b), então a < c < b pois a < xn < b para todo 


n EN. Logo, (a,b) c [a,b]. 


Observacáo 2.5 


e De modo análogo, podemos provar que 
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, +00) = (~œ, +œ) = R. 


e Assim, os intervalos fechados [a,b], (—oo, b] e [a, +00) são conjuntos 
fechados e R também o é. 


e Em particular, se a = b, o conjunto [a,b] = [a, a] = {a} é um conjunto 
fechado. Ou seja, todo conjunto unitário é fechado. 


Exemplo 2.2 Q = R —Q = R, pois todo intervalo da reta contém números 
racionais e irracionais. Em particular, Q e R — Q não são conjuntos fecha- 
dos. 


Teorema 2.2 Um conjunto F c R é fechado se, e somente se, seu com- 
plementar R — F é aberto. 


Prova. 
De fato, F é fechado 


todo ponto aderente a F pertence a F 


se a € R — F então a não é aderente a F 


se a € R — F então existe um intervalo aberto I tal que 
acleinFf=g9 


se a € R — F então existe um intervalo aberto I tal que 
aclelcR-—F 


se a € R — F então a pertence ao interior de R — F 
R — F é aberto. 


"Tt 12 111 


Corolário 2.3 (a) R e o conjunto vazio são fechados. 
(b) Se Fi, ..., Fn são conjuntos fechados, então F: U ... U Fa é fechado. 


(c) Se (Fy)xer é uma família qualquer de conjuntos fechados, então a 


interseção F = N F, é um conjunto fechado. 
AEL 
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Prova. 


(a) Como R -R = ø e R— Ø = R são conjuntos abertos, temos que 
R e Y são conjuntos fechados. 


(b) Como R— (F¡U...UF,) = Al R — F;) é um conjunto aberto, pois cada 


R—F;, 1=1,...,n, é aberto, temos que F U... U Fa é fechado. 


(c) Como R — (Y Fa = |) (R — Fa) é um conjunto aberto, por ser a reunião 
MEL AEL 


dos conjuntos abertos da família (R — Fi )ac1, temos que N F, é um con- 
AEL 


junto fechado. g 


Observacáo 2.6 A reuniáo de uma família arbitrária de conjuntos fe- 
chados pode náo ser um conjunto fechado. 
De fato, como todo conjunto X é a reunião de seus pontos, ou seja, 


X= Ue, e os conjuntos (x) sáo fechados, basta considerar um con- 
xEX 


junto X que náo é fechado. 


Teorema 2.3 O fecho de todo conjunto X c R é um conjunto fechado. 
Isto é, X =X. 


Prova. 


Seja x € R — X, ou seja, x não é aderente a X. Então, existe um intervalo 


I tal que x € Ie INX = Ø, ou seja, x € I C R — X. 


Isto mostra que R — X c int(R — X), ou seja, R — X é um conjunto aberto. 


Logo, X é um conjunto fechado. g 


Exemplo 2.3 Todo conjunto F = (x1,...,xn) finito é fechado, pois 
F= Ut) é a reunião finita dos conjuntos {xi}, i = 1,...,n, fechados, 


i=1 


ou porque IR — F é aberto, como já vimos anteriormente. 


Exemplo 2.4 Z é um conjunto fechado, pois R — Z = © (n,n+1)éum 
nez 
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conjunto aberto. 


Exemplo 2.5 Q, R — Q, [a,b) e (a,b] não são conjuntos abertos nem 
fechados. 


Observação 2.7 Um conjunto X c R é aberto e fechado ao mesmo 
tempo se, e só se, X = R ou X = Ø. 


e De fato, já provamos que R e 2 são conjuntos abertos e fechados ao 


mesmo tempo. 


Se X c R é aberto e fechado, então R — X é aberto e fechado. Logo, 


R = XU (R — X) é a reunião de dois conjuntos abertos disjuntos. Assim, 


pelo corolário 1.1, X= Ø ou X = R. 


Exemplo 2.6 (O conjunto de Cantor) 


O conjunto de Cantor é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido 
como complementar de uma reunião enumerável de intervalos abertos, 
da seguinte maneira. 


Primeiro, retira-se do intervalo [0, 1] seu terço médio (3, 4). Depois, retira- 


se os terços médios abertos (3, 3) e (5, 3) dos intervalos restantes [0, 3] e 


[3, 1], sobrando, assim, os intervalos fechados [0, 3], [5,4], [5,5] e [5,1]. 
Em seguida, retira-se o terco médio aberto de cada um desses quatro 
intervalos. Repetindo-se esse processo indefinidamente, o conjunto de 
Cantor é o conjunto K que consiste dos pontos não retirados. 


0 1 


1 2 7 
9 Db 5 3 h 3 9 l3 9 
Fig. 4: Construção do conjunto de Cantor. 
Se indicarmos por 1, 1»,...,1n,... OS intervalos abertos omitidos, temos 


k=10,1)—[J1,=10,110 (2- Un) 
n=1 


m= 


Logo, K é um conjunto fechado, pois [0,1] e R — U In são conjuntos fe- 


m=1 


chados. Observe que os pontos extremos dos intervalo retirados, como L, 


21278 i i 
Z, 5 5 4 3 etc., pertencem ao conjunto de Cantor, pois, em cada etapa 
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da construção, são retirados apenas pontos interiores dos intervalos res- 
tantes da etapa anterior. 


Esses pontos extremos dos intervalos omitidos formam um subconjunto 
infinito enumerável de K, mas, como veremos depois, K não é enumerável. 


Vamos provar, agora, que K não contém nenhum intervalo aberto, ou seja, 
int K = Ø. 


De fato, na n—ésima etapa da construção de K, são retirados 2"! in- 
tervalos abertos de comprimento zm restando 2” intervalos fechados de 


comprimento 3. 

Sejam I um intervalo aberto de comprimento £ > 0 e ny € N tal que 
<£ 

zg <L 


270 
Se I c K, então I c U Ju onde Ju k = 1,...,2"º, são os intervalos 
k=1 


fechados de comprimento an restantes da no—ésima etapa. 


Logo, existe ko € {1,...,2™ } (verifique!) tal que I C Jk, O que é absurdo, 


pois sx < l. 


Definição 2.4 Sejam X e Y subconjuntos de R tais que X c Y. Dizemos 
que X é denso em Y quando todo ponto de Y é aderente a X, ou seja, 


quando Y C X. 


Observação 2.8 X c Y é denso em Y 2 todo ponto de Y é limite de 
uma seqüência de pontos de X. 


Observação 2.9 X é denso em R se X = R. Em particular, Q e R — Q 


são densos em R, pois, como já vimos, Q = R — Q = R. 


Observação 2.10 Se J é um intervalo náo-degenerado, então J N Q e 
JN(R—Q) são densos em J, ou seja, para todo a € J existe uma sequência 
(xn) de pontos de J N Q e uma sequência (yn) de pontos de J N (R — Q) 
que convergem para a (verifique!). 


Observação 2.11 


140 J. Delgado - K. Frensel 


Conjuntos fechados 


e X C Y é denso em Y se, e só se, para todo y € Y e todo e > 0 tem-se 
(y—e,y +e) AXÆØ. 

e X C Y é denso em Y se, e só se, todo intervalo aberto que contém algum 
ponto de Y contém, necessariamente, algum ponto de X. 


Em particular, X c R é denso em R se, e só se, IN X 4% Y para todo 
intervalo aberto I. 


Assim, dizer que X é denso em R a partir da definição acima, coincide 


com a definição dada anteriormente. 


Teorema 2.4 Todo conjunto X de números reais contém um subcon- 
junto enumerável E denso em X. 


Prova. 
e Se X é finito, então X é denso em si mesmo, pois X = X. 


e Suponhamos, agora, que X não é finito. 


Dado n € N, podemos exprimir R como união enumerável de intervalos 


s 1 
de comprimento a 


1 : a 
Se XN É, rZ) + Ø, escolhemos um ponto xpn nessa interseção. 


Afirmação: O conjunto E dos pontos xpn assim obtidos é enumerável. 


De fato, como o conjunto A = {(p,n) € Z x NIXN [2,*2) # 9) é enu- 
merável e a função 
p:A — X 
(p,n) —> Xp 
é injetiva, temos que E = ọ (A) é enumerável. 
Afirmação: E é denso em X. 


Seja I = (a,b) um intervalo aberto contendo algum ponto de X e seja 
xe INX. 
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Sejam no € N tal que z < maxíd(a,x),d(b,x)) € po € Z tal que 
0 

x € E por), Entáo, E po) C I, pois, caso contrário, teríamos 
0 


que L > d(a,x) ou 2 > d(b,x). 
No No 


Po a x pot b 


Fig. 5: x € E Po+l ) N (a,b). 


no” No 


1 . 
Logo, como x € po mos ) NX + Ø, existe o ponto Xp.n, € E, que 


o No 


A ; 1 
também pertence a I, pois xp;n, € E PER ) EL 
No No 


a Po x Tpono pot b 
No No 


Fig. 6: xpono € |22, P211) C I= (a,b). 


no? no 


Mostramos, assim, que todo intervalo aberto I que contém um ponto de 
X, também contém um ponto xpn € E. 


Logo, E é denso em X.m 


Observação 2.12 O conjunto enumerável E dos extremos dos interva- 
los omitidos na construção do conjunto de Cantor K é denso em K. 
Com efeito, sejam x e Ke0<e< > Assim, pelo menos um dos inter- 


valos (x — e, x] ou [x,x + £) está contido em [0, 1], pois, caso contrário, 2e 
seria maior que 1. 


Suponhamos, então, que [x,x + e) c [0,1]. 


; 1 : ge 
Seja no € N tal que m * + Como depois da no—ésima etapa da 
construcáo de K restam apenas intervalos de comprimento menor que 


1 ; do ais Za 
T alguma parte do intervalo [x, x + e) é retirada na no—ésima etapa, ou 


foi retirada antes. 

Além disso, como x e K, o extremo inferior y da parte retirada (que pode 
ser x, sex € E) pertence ao intervalo [x,x + e), pois, caso contrário, x 
seria retirado. 
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Logo, ve Enlx,x+e)cEnN(x—ex+e). 


Mostramos, assim, que (x — e,x+eJ)NEzZg,paratodoxeKece>o0. 


3. Pontos de acumulação 


Definição 3.1 Seja X c R. Um número a e R é ponto de acumulação 
do conjunto X quando todo intervalo aberto (a — e, a + e), de centro a e 
raio e > 0, contém algum ponto x e X diferente de a. 


O conjunto dos pontos de acumulação de X, também chamado o derivado 
de X, será representado por X’. 


Simbolicamente, temos que a € X' se, e só se, 


eVe>0, dxeX;0<l|x—al<e 
ou 


eVe>0, (a-eca+e)n(X-—a) 4. 


Teorema 3.1 Dado X c R e a e R, as seguintes afirmações são equi- 


valentes: 
(1) aex'; 


(2) a = lim xn, onde (xn) é uma sequéncia de elementos de X, dois a dois 
distintos; 


(3) todo intervalo aberto contendo a possui uma infinidade de elementos 
de X. 


Prova. 
(1) => (2) Seja xı € Xtalque0O<|xy—a|<1. 


Suponhamos que foi possível determinar pontos x1,x2,...,xn € X tais que 
1. 

O<lIx—-al<|x,s—ale0d< |x; — aļ < peaa 

Existe, então, xn:1 € X tal que 0 < |xn+1 — al < e, onde 


i 1 
= MIN á —— = E 
E rm al} 
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Com isso, construímos uma sequência (xn) de pontos de X dois a dois 
asia à 1 
distintos que converge para a, pois |xn+1 — al < [xn — al e [xn — al < m 

para todo n e N. 


(2) = (3) Seja (xn) uma seqüência de pontos de X dois a dois distintos 
que converge para a e seja I um intervalo aberto que contém a. 


Então, existem e > O tal que (a — e,a+e) C Ie no € N tal que 
Xn € (a — £, a + £) para todo n > no. 
Logo, {xn|n > no} C I. Assim I contém uma infinidade de pontos de X, 


pois os termos x, da sequência são dois a dois distintos. 


(3) = (1) É trivial verificar esta implicação. 
Corolário 3.1 Se X' £ y, então X é infinito. 


Exemplo 3.1 Se xn + a para um número infinito de índices n e N e 
limx, = a, então X’ = {a}, onde X = [x1,x2,...,Xn,...) É O conjunto 
formado pelos termos da sequência (xn). 


De fato, dado e > 0, existe no € N tal que |x, — al < e para todo n > no. 
Então, existe nı > no tal que 0 < |xn, — al < e, ou seja, existe nı > no tal 
que xn, € (a — e, a+ £) — (a), pois, caso contrário, teríamos xn = a para 
todo n > no. Logo, a € X’. 


] ; b 
Seja b Æ a. Como xn > a, existe no € N tal que |xn — al < 
todo n > no. 


Logo, |xn — b| > pa 


para todo n > no. 


|b—al 
2 
um número finito de elementos de X. Logo, b g X’. 


Ou seja, o intervalo (b — £, b + e), onde e = > 0, contém apenas 


Assim, X' = {a}. 


Em particular, X’ = {0}, onde X=(1,3,...,7,..) pois 06 140 


paratodon e N,e Y' = {a}, onde Y = (aa +, a+5,. aan...) 


a Ni ; 5 ; 1 
pois a sequência cujos termos são yn = a para n ímpar e yn = a +=, 
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para n par, converge para a e y, £ a para todo n par. 


e Observe que, se xn = a para todo n € N, então X’ = Ø, pois X = (a) é 


um conjunto finito. 


Exemplo 3.2 Todo ponto x do conjunto de Cantor K é um ponto de 
acumulação de K, ou seja, K C K’. 


Suponhamos, primeiro, que x não pertence ao conjunto E das extremida- 
des dos intervalos retirados. Como E é denso em X, dado e > 0, existe 
y € E tal que y € (x—e,x+e). Então, existe y € K tal que 0 < ly —x|< e. 
Logo, x € K’. 


Suponhamos, agora, que x € E e que x é a extremidade direita do in- 
tervalo (a,x) retirado na n¿—ésima etapa da construção do conjunto de 
Cantor K, restando um intervalo da forma [x, bj]. Na etapa seguinte, será 
omitido o terço médio do intervalo [x, bı], sobrando um intervalo [x, b2] C 
[x, bj]. Assim, nas outras etapas, sobraráo [x, b3], [x,b4],...,[x,bn],..., 
com b; > b2 > b; >... > bn >... pertencentesa E C Ke lmb, =x, 


, 1 , 
pois |x — bn] = a E para todo n € N. Logo, x € K’. 


De modo análogo, podemos provar que se x € E é a extremidade es- 
querda de um intervalo retirado durante a construcáo do conjunto de Can- 
tor, então x € K’. 


1 dE € E C K, para todo 


Observe, também, que 0,1 e K', pois e 


3n , 


1 1 
nEN o 0el=> > 


Assim, todo ponto de K é um ponto de acumulação de K. 


A 


Exemplo 3.3 Q’ = (R — Q)' = R’ = R, pois todo intervalo aberto de 
contém uma infinidade de números racionais e irracionais (por qué?). 


Exemplo 3.4 (a,b)' = [a, b)' = (a, b]' = [a, b]' = [a, b] (verifique!). 


Definição 3.2 Um ponto a e X que não pertence a X' é um ponto iso- 
lado de X. 


Assim, a € X é um ponto isolado de X se, e só se, existe e > 0 tal que 
(a—e,a+e)]nX=(a). 
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Exemplo 3.5 Todo ponto a e Z é um ponto isolado de Z, pois 
(a—-1,a+ 1)nZ=(a). 


Observação 3.1 X não possui ponto isolado se, e somente se, X C X’. 


Em particular, Q e o conjunto de Cantor K náo possuem pontos isolados, 
pois Q CcQ'=ReKc K”. 


Teorema 3.2 Para todo X c R, tem-seX=XUX'. 


Ou seja, o fecho de um conjunto X é obtido acrescentando-se a X os seus 
pontos de acumulacáo. 


Prova. 

Pela definição de ponto aderente e de ponto de acumulação, temos que 
XcXex'cX. Logo, XUX' CX. 

Seja, agora, a e X tal que a g X. 


Então, dado e > 0, existe x € X tal que x € (a — e,a + e), ou seja, 
x€(a—e,a+ejnXx. 


Como a g X, temos que x Za. Logo, (a— €,a + €) N X-— {a} £ Ø. 


Assim, se a € X, então a € X ou a € X’, isto é, X C XUX'.y 


Observação 3.2 X e X' podem ter interseção não-vazia. Por exemplo, 
se X = (0,1), então X’ = [0,1]. 


Corolário 3.2 X é fechado se, e somente se, X' CX. 


Prova. 
X é fechado 4> X = X 4> X = XU X' => X' C Xy 


Exemplo 3.6 Se K é o conjunto de Cantor, então K = K', pois K é 
fechado, ou seja, K' € K, e também K c K’, pelo exemplo 3.2. 


Corolário 3.3 Um conjunto X € R é fechado sem pontos isolados se, e 


somente se, X' =X. 
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Corolário 3.4 Se todos os pontos do conjunto X são isolados, então X 
é enumerável. 


Prova. 
Seja E c X um subconjunto enumerável denso em X, ou seja, X c E. 


Seja x e X. Então x € E. Como x g X’, temos, também, que x g E’, pois 
ECA: 


Logo, x € E. Assim, X = E e, portanto, X é enumerável.m 


Definição 3.3 Dizemos que a é ponto de acumulação à direita de X 
quando (a, a + £) N X Æ Ø para todo e > 0. 


Indicaremos X! o conjunto dos pontos de acumulação à direita de X. 


Observação 3.3 a é ponto de acumulação à direita de X <= todo in- 
tervalo da forma (a,a + e), e > 0, contém uma infinidade de pontos de 
X <> a é ponto de acumulação de X N [a, +00) <> a é limite de uma 
sequência decrescente de pontos de X <= todo intervalo aberto (a,b) 
contém algum ponto de X. 


Verifiquemos apenas que a é ponto de acumulação à direita de X se, e só 
se, a é limite de uma sequência decrescente de pontos de X. 


e De fato, seja (xn) uma sequência decrescente de pontos de X que con- 
verge para a e seja e > 0. 


Então, existe no € N tal que a < xn < a + e para todo n > no, pois 
a = inf(x, |n € N}, já que (xn) é decrescente e converge para a. 


Além disso, x, > a para todo n € N, pois x, > Xn,1 > a para todo n E N. 
Logo, {xn|n > no} C XN (a, a+ e), ou seja, XN (a, a + e) é infinito. 


Suponhamos, agora, que a é ponto de acumulacáo a direita de X. 
Seja xı € (a, a+1) NX. Suponhamos que seja possível encontrar pontos 


$ Ta 
a a no A O Sa O 


Seja e = min (2, xn— a} > 


Então, existe xn+ı € X tal que a < xn +1 <a +€. 
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1 
Logo, a < Xny1 < a+ É an <a+Xxn—da=X. 


Isto completa a definição, por indução, da sequência (xn) decrescente de 


pontos de X tal que a < xn < a+ 1 para todo n E N. 


Logo, lim xn = a. 


Definição 3.4 Dizemos que a é ponto de acumulação à esquerda de X, 
quando (a — £, a) N XX Ø, para todo e > 0. 


Indicaremos por X” o conjunto dos pontos de acumulação à esquerda de 
X. 


Observação 3.4 a e X” < todo intervalo aberto da forma (a — e, a), 
e > 0, contém uma infinidade de pontos de X <> a é ponto de acumulação 
do conjunto X N (—oo, a] <> a é limite de uma sequência crescente de 
pontos de X <> todo intervalo aberto (c, a) contém algum ponto de X. 


Exemplo 3.7 Se X = (1,5,...,1,...), então O é ponto de acumulação 


a direita de X, mas não é ponto de acumulação à esquerda de X. 


Exemplo 3.8 Todo ponto x € X = (a,b) é ponto de acumulação à es- 
querda e à direita de X, mas a é apenas ponto de acumulação à direita de 


X e b é apenas ponto de acumulação à esquerda de X. 


Exemplo 3.9 Seja K o conjunto de Cantor. Já provamos que K = K’. 


e O ponto 0 é apenas ponto de acumulação à direita e o ponto 1 é apenas 
ponto de acumulação à esquerda de K. 


e se a € K é extremidade inferior de algum dos intervalos retirados, então 
a é apenas ponto de acumulação à esquerda de K. 


De fato, se (a,x) é o intervalo aberto retirado na no—ésima etapa, vai 


restar, nesta etapa, um intervalo do tipo [b,, a] de comprimento ao E, 


nas etapas seguintes, vão sobrar intervalos [b,, al, [b3, al,..., [bn,al,..., 


tais que [b,, +1, a] C [b,, a] e a— bn z para todo n € N. 


— 3no+n+ 


Assim, (bn) é uma sequência crescente de pontos de K tais que b, > a. 
Logo, a € K’. 
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Como (a,x) N K = Y, temos que a ¢ K}. 


e Se a é extremidade superior de algum intervalo aberto retirado, então a 
é apenas ponto de acumulação à direita de K. A demonstração é análoga 
a anterior. 


eSeackKeag EUT0,1), então a é ponto de acumulação à esquerda e 
a direita de K. 


De fato, suponhamos, por absurdo, que existe e > 0 tal que 
(a—e,a) 0X =Ø. 


Então, (a—e, a) € (c, d), onde (c, d) é um dos intervalos abertos retirados. 
Logo, como a € K, devemos ter d = a, ou seja, a € E, o que é absurdo. 
Assim, a é ponto de acumulação à esquerda de K. 


De modo análogo, podemos provar que a é ponto de acumulação à direita 
de K. 


Lema 3.1 Seja F c R não-vazio, fechado e sem pontos isolados. Para 


todo x € R, existe F, limitado, não-vazio, fechado e sem pontos isolados 


tal que x g F, C F. 


Prova. 
Como F = F e F 4 Ø, temos que F' 4 9. Logo, F = F é infinito. Então, 
existe y € F tal que y 4 x. 


Seja [a, b] um intervalo fechado tal que x g [a,b] e y € (a,b). 


Seja G = (a,b) NF. Então, G é limitado e náo-vazio, pois y € G. Além 
disso, G não possui pontos isolados. 


De fato, se c é um ponto isolado de G, existe e > 0 tal que 
(c—-e,ct+e)N(a,b)NF= (cl. 


Então, para e’ = min(e, b — c, c — a), temos 
(c—e' c+e)C(a,b)n(c—e,c+e) 


e, portanto, (c — e',c + e') N F = {c}, o que é absurdo, pois F não possui 
pontos isolados. 


Se G é fechado, basta tomar F, = G, pois x ¢ G. 


Suponhamos que G não é fechado. 
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Como G c [a,b] N F, então ou a € G' ou b € G’. 
Acrescentamos, então esse(s) ponto(s) a G para obter Fx. 


Assim, x ¢ Fx, Fx é fechado e não é vazio, pois Fx = G. Além disso, F, não 
possui pontos isolados. 


De fato, já provamos que se c € G = (a, b)NF, então c não é ponto isolado 
de G, e, portanto, não é ponto isolado de G. 


Suponhamos que a e G é ponto isolado de G. Então a e G', e, portanto, 
a é ponto de acumulação de G, o que é absurdo. 


De modo análogo, prova-se que b não é ponto isolado de G, caso b e G. 


Logo, Fx = G não possui pontos isolados. g 


Teorema 3.3 SeF é um conjunto não-vazio, fechado e sem pontos iso- 
lados, então F é não-enumerável. 


Prova. 
Seja X = [x1,X2,...,Xn,...; um subconjunto enumerável de F. 


Pelo lema anterior, existe um conjunto F; náo-vazio, limitado, fechado, e 
sem pontos isolados tal que xı Z F; C F. 


Suponhamos que existem subconjuntos F;,,F>,...,F,, náo-vazios, limita- 
dos, fechados e sem pontos isolados tais que 


Pa Es ERE FEF e x gh, para todo 3 = st 


Então, pelo lema, existe Fn., náo-vazio, limitado, fechado e sem pontos 
isolados tal que xn,1 É Fny1 C Fa. 


Obtemos, assim, uma sequência decrescente (Fn) de conjuntos não-vazios, 
fechados, limitados e sem pontos isolados tais que x, Z Fa» para todo 
nen. 


Como Fn % Ø, para todo n € N, existe yn € Fn. A sequência (yn) é 
limitada, pois y, € Fn C H para todo n € Ne F; é limitado. 


Logo, a sequência (yn)nen possui uma subseqúéncia (yn, )ken conver- 
gente. 


Seja y = dim Une: 
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Dado j € N, temos que y, € F; para todo nx > j. Logo, y € F;, para todo 
j € N, pois F; é fechado e yn, > y. 


Assim, y € Fe y Æ xn para todo n € N. Ou seja, y € Fe y g X. Logo, F 
não é enumerável. g 


Corolário 3.5 Todo conjunto fechado náo-vazio enumerável possui al- 
gum ponto isolado. 


Corolário 3.6 O conjunto de Cantor é não-enumerável. 


4. Conjuntos compactos 


Definição 4.1 Uma cobertura de um conjunto X c R é uma família 


C = (CarJrer de subconjuntos C, C R tais que X € © Ca. 


MEL 
Uma subcobertura de C é uma subfamília C' = (Cr)reL», L’ C L, tal que 
xclJ a. 
AEL’ 


Exemplo 4.1 Seja X = La seja C = (Cy, C2, C3} uma família de 
p 


| 


subconjuntos de R, onde 


a(d, a). aj) 


Então, C é uma cobertura de X, pois X € Cı U C2 UC = (0,1) e 
C’ =(C1, C2} é uma subcobertura de C, pois X € Cı U C2 = (0, 1). 


Exemplo 4.2 C = (Cn)nez, onde Cn = n,n+1), n e Z, é uma cobertura 
de R que não possui uma subcobertura própria, pois os conjuntos C, são 


dois a dois disjuntos. 


1 1 
22% "mn 


seus pontos são isolados, pois X’ = (0) e, portanto, XN X’ = Ø. 


Exemplo 4.3 Seja X = (1 paeh Então X é infinito e todos os 


Assim, para cada x € X, existe um intervalo de centro x tal que LOX = {x}. 
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Como X = | Jtx)c |) Ix c X, temos que X = |] Iņ, ou seja € = (Lex é 


xEX xEX xEX 
uma cobertura de X. 


Mas C não possui uma subcobertura própria, pois se x € X, então x ¢ Iy, 
para todo y % x, y € X, já que L, NX = {y}. 


Teorema 4.1 (Borel-Lebesgue) 
Seja [a,b] um intervalo limitado e fechado. Dada uma família (I,),e1 de 


intervalos abertos tais que [a,b] c © L, existe um número finito deles 
AEL 


L.»+++,L,,, tais que I C In U...U In. Ou seja, toda cobertura de la, b] 
por meio de intervalos abertos possui uma subcobertura finita. 


Prova. 
Seja 

X =(x € [a,b] | [a,x] pode ser coberto por um número finito dos intervalos 13. 
Como X é limitado e não-vazio, pois X C [a,b] e a € X, existe c = supX. 
Afirmação: c e X. 


Como a < x < b para todo x € X, temos que a < c < b, ou seja, c € la, b]. 
Então existe Ay € L tal que c € I} = (a, B). 


Sendo a < supX = c, existe x € X tal que a < x < c < B. Como x € X, 
existem A1,...,An € L tais que [a,x] CI U... U In. 


Então, [a,c] C In, U... U In ULa,, pois [x,c] C (a, 8) = In. Logo, c € X. 
Afirmacáo: c =b. 
Suponhamos que c < b. Então existe c' € l,, tal que c < c’ < b. 


Assim, [a,c] C I4 U... U Ia U L,, OU seja, c' € X, o que é absurdo, pois 
c’ >c = supX. 


Logo, b € X, ou seja, o intervalo [a, b] está contido numa união finita dos 


h-m 


Teorema 4.2 (Borel-Lebesgue) 


Toda cobertura de [a,b] por meio de conjuntos abertos admite uma sub- 
cobertura finita. 
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Prova. 
Seja C = (A,)rcr uma cobertura de [a, b], onde cada A, é aberto. 


Seja x € [a,b]. Então existe A, € L tal que x € Az. Sendo A,, aberto, 
existe um intervalo aberto I, tal que x € I C Az. 


Logo, [a,b] € © I.. Pelo teorema anterior, existem x1,...,Xn € la, b] 
xela,b] 


tais que la, b] C La U Ix, U... U Ls, . Assim, [a,b] C Ax, U.. U Arz, E 


Teorema 4.3 (Borel-Lebesgue) 


Seja F c R um conjunto fechado e limitado. Então toda cobertura 


FE U A, de F por meio de conjuntos abertos admite uma subcobertura 
AEL 


finita. 


Prova. 


Sejam A = R—F e [a, b] um intervalo fechado e limitado tal que F c [a, b]. 


Logo, [a,b] c (U a,) UA. Como A é aberto, temos, pelo teorema 
MEL 


anterior, que existem À,,...,An € L tais que [a,b] CA, U... UA} UA. 


Então, FC A, U... U A- pois FN A = S.y 


Observação 4.1 As três formas do teorema de Borel-Lebesgue anteri- 
ores são equivalentes. 


Exemplo 4.4 A cobertura aberta C = ((-n,n)),ex de R não possui 
uma subcobertura finita, pois uma reunião finita de intervalos abertos da 


forma (—n, n) coincide com o maior deles e, portanto, não pode ser R. 


Observe, neste caso, que R é fechado, mas não é limitado. 


Exemplo 4.5 O intervalo (0, 1] possui a cobertura aberta ( (1,2) ) 


neN 
que náo possui subcobertura finita, pois uma reuniáo finita de intervalos 


da forma (2,2) é o maior deles e, portanto, náo pode conter (0, 1]. 
Neste exemplo, o intervalo (0, 1] é limitado, mas não é um conjunto fe- 
chado. 
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A 


Teorema 4.4 As seguintes afirmações a respeito de um conjunto K C 
são equivalentes. 


(1) K é fechado e limitado. 

(2) Toda cobertura de K por conjuntos abertos possui uma subcobertura 
finita. 

(3) Todo subconjunto infinito de K possui um ponto de acumulação per- 
tencente a K. 


(4) Toda seqúéncia de pontos de K possui uma subseqúéncia que con- 
verge para um ponto de K. 


Prova. 
(1) => (2) Segue do teorema de Borel-Lebesgue. 


(2) => (3) Seja X € K um conjunto sem pontos de acumulacáo em K. 
Vamos provar que X é finito. 


Seja x € K. Como x £ X’, existe um intervalo aberto I, tal que IA X = {x} 


sexeXeLNX=g,sexgxX. 


Como K c U Le existem x1,...,Xn € K, tais que K C Ix U...UL,, . Então, 
xeK 


XC (La MAU cs UM ADE als 
Logo, X é finito. 
(3) = (4) Seja (xn) uma sequência de pontos de K. 


Então X = [x1,x2,...,Xn,...; é um conjunto finito ou infinito. 


Se X é finito, então existe a € R tal que xn = a para uma infinidade de 
índices n € N, ou seja, existe N’ c N infinito tal que xn = a para todo 


n € N’. Logo, a subsequência (xn)nen' é convergente. 


Se X é infinito, existe a e K que é ponto de acumulação de X. Então, 
para todo e > 0, o intervalo aberto (a — e, a + e) contém infinitos pontos 
de X e, portanto, contém termos x, com índices arbitrariamente grandes. 
Logo, a é valor de aderência da sequência (xn) ou seja, a é limite de uma 
subsequência de (xn). 


(4) = (1) Suponhamos que K não é limitado superiormente. Então, para 
todo n € N, existe x, € K tal que xn > n. 
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Seja (xn)nen' uma subsequência de (xn). Como N’ c N é ilimitado, para 
todo n € N existe n’ € N’ tal que n’ >n. 

Logo, xw > n' > n. Então, a subseqüência (xn)n € N' não é limitada 
superiormente e, portanto, não é convergente. 


Assim, a sequência (xn)nen de pontos de K não possui uma subsequência 
convergente, o que é absurdo. Logo, K é limitado superiormente. 


De modo análogo, podemos provar que K é limitado inferiormente. Então, 
K é limitado. 


Seja (xn) uma sequência convergente de pontos de K com lim xn =x. 


Como (xn) possui uma subseqúéncia (xn,.)Jxen que converge para um 


ponto de Ke lim xn, = x, temos que x € K. 
k> 00 


Logo, K é fechado. y 


Corolário 4.1 Toda segúéncia limitada de números reais possui uma 
subseqúéncia convergente. 


Prova. 
Seja (xn) uma sequência limitada de números reais e seja 


X= [Mii cv. Muere 


Como X é limitado, existem a,b € R, a < b, tais que X C la, b]. 


Então, X c [a,b]. Ou seja, X é fechado e limitado. Logo, pelo teorema 
anterior, a sequência (xn) de pontos de X possui uma subseqúéncia con- 
vergente. g 


Corolário 4.2 (Bolzano-Weierstrass) 


Todo conjunto limitado e infinito de números reais possui um ponto de 
acumulação. 


Prova. 
Seja X um conjunto limitado e infinito de números reais. Então, existem 


a,b € R, a < b, tais que X C [a, b]. 


Logo, X c [a,b]. Então, X é fechado, limitado, e X c X é infinito. Assim, 
pelo teorema anterior, X possui um ponto de acumulação. g 
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Definição 4.2 Dizemos que um conjunto K c R é compacto se toda 
cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita. 


Observação 4.2 K é compacto se, e somente se, satisfaz uma (e, por- 
tanto todas) as afirmações do teorema 4.4. 


Exemplo 4.6 
e O conjunto Y = ra ane é compacto, pois Y = X = XU X', 
E 

2 n 


e O conjunto de Cantor é compacto. 


e Os intervalos do tipo [a, b] são compactos. 


e R, Q eZ não são compactos porque não são limitados. 


e QN [0,1] não é compacto, pois QN [0,1] = [0,1] e, portanto, QN [0,1] 
não é fechado. 


Teorema 4.5 Seja Kı > K2 >... D Kn D Kny1 > ... uma segiúência 


decrescente de compactos náo-vazios. Entáo K = N Kn é não-vazio e 
neN 


compacto. 


Prova. 

O conjunto K é fechado, pois é intersecáo de uma família de conjuntos 
fechados, e é limitado, pois K C Kı e K; é limitado (por ser compacto). 
Logo, K é compacto. 


Para cada n e N, tome xn € Kn. Então, x, € Kj para todo n > j. Em 
particular, xn € Kı para todo n E N. 


Como K; é compacto, a sequência (xn) de pontos de Kı possui uma sub- 
sequência convergente (xn, ). Seja x = im Krigs 
— 00 


Dado j € N, existe k € N tal que nx, > j. Então, xn, € Kj, para todo 
k > ko, já que nk > nx, >j. 


Logo, xn. — x € K; para todo j € N, pois K; é fechado para todo j € N. 
Ou seja, x € K.J 
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Aplicação do Teorema de Borel-Lebesgue 


Definição 4.3 O comprimento dos intervalos [a,b], (a,b), (a,b] e 
[a, b) é o número b — a. 


Proposição 4.1 Se [a,b] c | J(a;, bi), entáo b— a < Y (b;— as). 


i=1 i=1 


Prova. 
Podemos supor, sem perda de generalidade, que (a;,b;)N la, b] 4 Y para 
todo i. 


Sejam cı < c2 < ... < cx OS números a; e b; ordenados de modo cres- 
cente. 


k—1 

Então [a¡,...,an,b1,..., Dn} AO Ue; cim) = Ø, OU Seja, a; É (Ea) e 
j=1 

bx E (cj, ci) para quaisqueri,k=1,...,nej=1,...,k=1. 


Além disso, cı < ae cp > b. Logo, b— a < cx — cy, OU seja, 

b—a < Í(cx—Cx-1)+...+ [03 — c2) + [c7 — c1) = Ck — C1. 
Mostraremos, agora, que cada intervalo (c;,c;,1) está contido em algum 
intervalo (ai, bi). 

e cj € [a,b] 

Neste caso, c; € (a;, b;) para algum i = 1,...,n. Como b; não está entre 

cj e cj, temos que (c;,c;,1) C (a, bi). 
a, G Gyi b 

Fig. 7: Caso c; € [a,b]. 

st < o 

Neste caso, c; não pode ser um dos b;,, pois, caso contrário, (ai, bi) N 

la, b] = 2. Logo, cj = a; para algum i = 1,...,n. Como b; não pode estar 

entre cj e c;,1, temos que (c;,c;,1) C (a, bi) 


—— —— —— — 
4=c a Cj b, 


Fig. 8: Caso c; <a. 


Instituto de Matemática - UFF 


157 


Análise na Reta 


e cj > b 

Neste caso, temos c;,, > b. Logo, cj} = b; para algum i = 1,...,n, 
pois, caso contrário, (a;, b;) N la, b] = Y. Como a; £ (cj, cj+1), temos que 
ai < c; e, portanto, (cj, cj+1) C (a;, bi). 


Para cada i = 1,...,n, existem p € {1,...,k}e q € N tais que a; = cp, 
bi =Cp+4 € p +q € {1,..., k}. Então, 


Logo, > (bi — a) é uma soma de parcelas do tipo c;,1 — c;, sendo que 


i=1 


cada parcela cj+ı —c;,j =1,... k—1, aparece pelo menos uma vez, pois 
cada intervalo (c;,c;,1) está contido em algum intervalo (a;, bi). 
a b 
4=G 4=G b= 4=G b=c 4=G b=c 4=G b=G b=c 


Fig. 9: Posição relativa do intervalo (a, b) entre os (a;,b;). 


k—1 n 


Assim, b—a< Y (gan-c)<) (bia). 
j=1 i=1 
Proposição 4.2 Se [a,b] c | )(an, bn) então (b— a) < Y (bn— an). 
n=1 n=1 
Prova. 
Pelo teorema de Borel-Lebesgue, existem n;,...,nx € N tais que 


[a,b] C (am, Dar U... U (ang Png): 


Então, pela proposição anterior, b— a < (bn, — an) +... + (ba, — Qu). 


Portanto, b—a < Y (bn — an) -m 


n=1 


Proposição 4.3 Se De (by — an) < b — a, então o conjunto 
n=1 


00 


X = [a,b] — | (an, bn) 


n=1 


é não-enumerável. 


158 J. Delgado - K. Frensel 


Conjuntos compactos 


Prova. 


Seja c = (b—a)—) (bn — an) > 0, e suponha que X = [x1,...,Xn,...) é 


n=1 


enumerável. 


Tome, para cada n € N, um intervalo J,, de centro x, e raio Logo, 


77" 


e (Ús, JE (Ù r) | 6) 
n=1 
Mas, 


> (bn = an) + > [Jnl 
n=1 n=1 


| 
M 
o` 
3 
a 
Ea 
+ 
MA 
N 
+ 
l 
T 
B 
o 
Mea 
N 
3 


o que contradiz (x), pela proposição anterior. g 
Aplicações 


(A) Existe uma coleção de intervalos abertos cujos centros são todos 
os números racionais do intervalo [a, b] que não é uma cobertura de [a, b]. 


e Seja X = (T4,12,...,Tn,-. | UMa enumeração dos racionais contidos no 
intervalo [a, b]. 


À b— 
Para cada n € N, seja (an, bn) o intervalo aberto de centro r, e raio Tea 


00 


Então, 3 (bn — an) = p-s < b — a. Logo, [a,b] — Y (an, bn) não 


n=1 
00 
é vazio, pois não é enumerável, ou seja, [a, b] Z © (an, Da): 
n=] 
(B) Existe um conjunto fechado, não-enumerável, formado apenas 
por números irracionais. 


Com efeito, sejam (an, bn), n € N, os intervalos do exemplo anterior. 


Então 


(an, bn) = [a,b] N a(r- Üe) 


n=1 


é fechado, náo enumerável e formado apenas por números irracionais. 
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